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Es handelt sich bei diesem Dokument um eine Abschrift.
Ich garantiere nicht fiir die Richtigkeit.

Aufgabe 1: (12 Punkte)
Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion, dass fiir alle n € mit n > 2 gilt.

Beweis:

A(n) : 2 >2n
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)

Induktionsanfang: n=2 (23721), =4 > 22 Also ist A(n) wahr.

Induktionsschluss: A(n) = A(n+1)

n

Sei A(n)>2 und A(n) wahr fiir n, d.h. T = 27

Es gilt:

(n+1) (n+1)
(n+1) _ (n+1) >

e (n+1) n . n .
iy S >y ( z+%7)l) L2 _on. (#)nﬂ =2 (1+ %) 11
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Mit Bernoullischer Ungleichung
>2n(1+ 2ty >2on. 2 = onfl

= A(n+1) ist auch wahr.
Nach Induktionsprinzip ist A(n) wahr fiir alle n>2



Aufgabe 2: (15 Punkte)
Bestimmen Sie alle komplexen Lésungen z der Form z = z +iy, z,y € R der
folgenden Gleichung:

s (B+49)(1+7i)

25 — 2514
Loésung: Es gilt:
(3+49)(1+78) 1 (3+40)(A+7i)  14i _ 1 . (3+49)(=6+8i) _ 1 —2:(3+4i)-(3—44)
25—25; 25 i— +i — 25 2 = 25 2

=-1=1 (cosm+isinm)

Mit z = r(cos ¢ + isinp) gilt:
I‘:l%:l

¢:L§’”,k:0,172:>¢1 =3,p2 =T, p3 =4

Die Losungen sind:
21 = cos § +isin g :%Jr Y

3 2
z9 =cosT +isinm = —1
z;:,zcos%”—i—isin%” :%— \fz



Aufgabe 3: (15 Punkte)
Die Folge (a22,) sei rekursiv definiert durch

1
a; =0 und a, 1 = E(ai + 2a,, + 16)

Untersuchen Sie die Folge (a$2 ;) auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenenfalls ihren Grenzwert.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass 0 < a,, < 2 fiir alle ne N

Lésung:
Beh.(a): 0 <a, <2Vn € N = A(n)

Induktionsanfang: a; = 0 < 2 = A(1) wahr.

Induktionsschluss: A(n) = A(n+1)

Sei n € N und A(n) wahr, d.h. 0 < a,, < 2. Dann gilt:

ant1 = 15(a2 +20,+16) < 5(2242:2416) = 2 Svoust.ind. 0 < an <2Vne N
Beh.(b): a,, ist monoton steigend.

agzﬁ-16>02a1
Unt1—an = 15 (a2 +2a,+16) —a, = 15(a2 —10a, +16) = 75(a, —2)(a, —8) >0
(Beh.(a) ap, < 2= a, —2 < 0a, —8<0)

= (ay,) ist monoton steigend.

a),b), Monotonieprinzip = (a,,) ist konvergent.

Sei limy, o0 a, = a. Es gilt 0 < a,, <2

a=L(a2+2a, +16) < a2 — 10a, + 16 = 0 < (a—2)(a—8) = 0
=a=2,a=8=lim, .o a, =2



Aufgabe 4: (12 Punkte)
Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert, falls dieser existiert:

. at—2r+1
lim (——5———
x—0 x€ré —x

):E

22 . 2_,,
Losung: Da (Z22H) — ) oo, ist (£522E) von Typ oo®
2
e (2i—2a+1ye _ v log(52EEL) L. 22— 2a+1 :

Es gilt (2 22H)" = ¢ 2o limg gz log(E 522 ) =q.00 limg g

2x—2 2x—1
_=L'Hy; P2 2ui1 2w 7 20—2)x® | 2@—1 .2\ _ 1 22—
_x lim,_,o = Ti—l% x2—x hmzi’o(_:(c272x)+1 +1332L.713.x )— lim, .o (;C,

x
0
Somit gilt wegen der Stetigkeit von e”:
2
. 2_ lim, o z log( 2—=22+1)
z°—2x+1\z __ Mg —oxlog(——5—— _ .0 _

lim, o(*=25=)" =€ =e’=1

Aufgabe 5: (12 Punkte)
Fiir welche x € R konvergiert die Potenzreihe

n

. (—3x
>

n=1

(_3)1:,
n3

Loésung: Mit a,, =

gilt:

ol (3)" . 3
¢= lim {/]a,]|= lim (n)?’ = lim — =3

n—oo n—oo

1 = 1 1
Also ist 3 der Konvergenzradius, d.h. ist Z an,z" konvergent fiir -3 <z < 3 und divergent fiir | z |>

n=1

1 . 00 eS) (_1>n
Falls x=3, gilt ;anx” = ,;1 3

o0

L L
Falls x:—g, gilt Zanx :nz::l 3

n=1

Da Z ( n3> konvergiert, ist Z an,x" konvergent fiir X::tg
n=1

n=1

(o)
11
Also ist Z anz™ konvergent auf [—g, g}

n=1

log(z2 —2z+1—log(z%—x)
1

3



Aufgabe 6: (12 Punkte)

2

Berechnen Sie / sin(v/z)dz
0

Lésung: Sei y = /7,0 < x < 72, dann gilt: = y? und do = 2y - dy
Tr2 s s
/ sin(v/z)dz = / sin(y) - 2y dy =F1 —cos-2y |7 —/ (—cosy) - 2dy
0 0 0

:27r+/ 2cosy dy = 2w + 2siny |[{=27+ 0 =27
0

Aufgabe 7: (12 Punkte)
Zeigen Sie mir Hilfe der Differentialrechnung

1-2z = 1
2 arctan = — —arcsin(2x), falls |z |< =.
142z 2 (22) =] 2
Losung: Sei f(x)=2 arctan };gi + arcsin(2x)
Dann gilt fiir x € (—1,3)
f'(z) = 2(arctan ,/%)' + (arcsin(2x))' =
1 —2(142z)—2(1—2z)
2 (1+22)2 4 2 _ —4 2 — —2 + 2 —
g/ VIR e ey VITEE VISRE VISR

0
= ¢ ist eine konstante Funktion auf (-0,5, 0,5)
f(x) = f(0) = 2arctan(l) + arcsin(0) =2 § +2= 7

Aufgabe 8: (10 Punkte)

Bestimmen Sie den Wahrheitswert, wahr oder falsch, der folgenden Aussagen
und notieren Sie Thre Antwort auf dem Deckblatt der Klausur. Eine Begriindung
ist jeweils nicht erforderlich. Fiir jede richtige Antwort gibt es 2 Punkte, fiir jede
falsche Antwort wird ein Punkt abgezogen (solange die Gesamtsumme fiir diese
Aufgabe nicht negativ wird).

(1) Gilt fiir alle n € N die Aussage A(n), so gilt auch fiir alle n€ N die Aussage A(2n). [W]

(2) Unstetige Funktionen auf offenen Mengen nehmen ihren Minimalwert ein. [F]

(31) Es sei f stetig auf (0,1]. Falls das uneigentliche Integral fol f(z)dz existiert, dann existiert auch
Jo /2 (@)dx [F]

(4) Ist ||-]| eine Norm auf R?, so ist auch [|-||? eine Norm auf R? [F]

5) Eine Reihe >.°° . a, konvergiert genau dann, wenn {a, }>2, eine Cauchy-Folge ist. [F'
n=1 n=1



