ITI. Zur Diskussion am 02.05.00 (I4P)

Die Aufgaben mit * sind nur Zusatzaufgaben (wenn genug Zeit ist).

0. Vorwort (bitte sagen)

Es ist vorausgesetzt, daB jede(r) Student(in), der/die mit der Differentialgleichungen
beschéafigt ist, keine Probleme mit dem Integrieren der einfachsten Funktionen hat.
Die “einfachsten” Funktionen sind nicht nur

z k

e, ", sinx

sondern auch

| | | . L |
e’ sin
V1—z2" 1422 cos?z’ 1422’ ’ ’

™" cos w,

e I
zln" x

1. Richtungsfeld, Integralkurven, Losungsschar
(eine kurze geometrische Darstellung)

Wir beschéftigen uns nur mit sog. expliziten DGLs

y/:f(xvy)v (1'1)

wobei [ auf einer Menge D der (z,y)-Ebene erklért ist.

Die Funktion y = ¢(x) ist eine Lésung von (1.1) in einem Intervall .J, wenn y diffbar
ist und

¢'(x) = fla, d(x)), =€,
gilt.

Durch (1.1) wird die Steigung y'(x.) = f(2., y.) der durch den Punkt (z.,y.) ge-
henden Losungskurve y(x) vorgeschrieben. Man kann diese Steigung durch einen Vektor
darstellen.

Die Gesamtheit aller Elemente der Form (x,y, f(x,y)) ist ein Richtungsfeld.

Die (stetig diffbare) Kurve, die in jedem Punkt (z,y) die gegebene Richtung hat, ist
eine Integralkurve.

Der Graph einer Losung von (1.1) ist eine Integralkurve, aber nicht umgekehrt
(Beispiele s.u.).

Wenn der Anfangswert (xo,y0) gegeben ist, kann man im Prinzip den Graph einer
Losung in einer Umgebung von (xo,yo) rekonstruiren (aber nicht unbedingt eindeutig).



1.1:  Beispiele des Richtungsfeldes bzw. der Losungsschar
ganz kurz, nur die Skizzen (ein paar Skizzen fiir Informatiker),
kein ausfiirlicher Kommentar (der hier fiir die HiWis gegeben ist)

Um Punkte (2, y) zu bestimmen, fiir die der Richtungsvektor eine bestimmte Steigung ¢ hat,

setzt man iy’ = ¢ und I10st nach y oder z auf.

c) Y= H—%’ La.y = f(x).

d) vy =-2y, ia.y =gy

d.h., (z,y) liegt auf einer Geraden durch den Ursprung mit
Steigung c¢. Die Integralkurven erhilt man durch die Bezie-
hung

az+by =0, (2,9)# (0,0)

(da die rechte Seite von a) unbestimmt ist). Die
Losungsschar ist dieselbe, auBer der y-Achse.

d.h., (z,y) liegt auf einer Geraden durch den Ursprung mit
Steigung —1/c. Die Integralkurven sind die Kreise

2 +y* = R%
Die Losungsschar sind die Funktionen
y=+VR?—2? —-R<z<R

Das Richtungsfeld ist unabhagig von y. Es ist bekannt, daB3
eine der L3sungen die (Stamm-) Funktion

) = [ Cfyde

ist. Alle librigen Losungen erhalt man aus dieser durch Par-
allelverschiebung in y-Richtung, d.h.

y(x):/xuf(t)dt-|—C:/J—de:arctanx—i—c,

wobei C' eine beliebige Konstante ist. Gilt die Anfangsbedin-
gung y(z0) = yo, muB C geeignet gewshlt werden, und das
Anfangsproblem besitzt in diesem Fall genau eine Losung.

Das Richtungsfeld ist unabhangig von z. Formale Berech-
nung der Losung:

!
/y—da:—i—C'l:/ldx—l—Cz,
9(y)

oder mit der Substitutionsregel

/;(l_z):xw.

Hierdurch wird, falls ¢ # 0, eine Funktion x(y) definiert,
deren Umkehrfunktion y(z) eine L8sung der DGL darstellt.
Fiir g(y) = —2y ist die Lésungsschar

y= e—Z(x—C) — 016—21'.



2. Trennung der Variablen

Die DGL

|aBt sich formal als

dy _

I ——

1
e dy = f(z)de = /mdy:/f(x)dx—l—C

|6sen. (Der exakte Beweis wird vielleicht in der GroBiibung gegeben.)

)
4) y(0) =0;
/ 2 . B) y(()) = =2
Aufgabe 2.1: Das AWP ¢ =2x(y=+2y), mit ¢ -
¢) y(0) = ==
| D) y(0) = %

0) Die trivialen Lésungen:

flz,y)=0Ve = y*+2y=0 = y=0, oder y=-2.
1) Trennung der Variablen:

dy dy dy
/y2+2y:/xd:1; = /?— mzZ/xdw—l—Cl,

d.h.
Inlyl=Inly+2/=2*+nC = ln‘ v ‘zlnCexZ).
y+2
2) Die Losungsschar (die allgemeine Losung):
Yy 2 20"’
_— = C z = —
y+2 © T 1 —Ce*

(die y = 0 beinhaltet), dazu y = —2.

3) Bestimmung der Konstanten und des Existenzintervalls: Nun folgt

A) y(0) =0; = y(z)=0, reR;

B) y(0)=-2 = y(x) = -2, r € R;
2e1 D¢t 1

C) y(o) = 1 _ 6_1 :> y(x) = 1 _ 61,2_17 € E (_17 1)7
2¢ 27+l

D) y(o): 1_6 :> y(x)— 1_€x2+17 xER



3. Eindeutigkeit und maximale Lésung

A 1) =
Aufgabe 3.1:  Loésung des AWP's ' = 24/|y| mit ) v(b)
y(1) =

la) Die triviale Losung ist y = 0.
Ib) Trennung der Variablen. Wenn y < 0,

d
/2\/y__y: dv = 0> —/—y=a—¢ = y=—(v—0c) z<c.

Wenn y > 0,

d
/%: drv = 0<\fy=av—c = y=(v—c) x>0

Lc) Die allgemeine Losung ist deshalb

—(z —e1)?, x < cq;
y(z) = 0 a <a<ey
(v — e2)?, cy < 1,

wobel ¢, ¢; auch die Werte 00 annehmen kénnen.

2A) Fir y(1) = 0 gibt es unendlich viele (lokale) Losungen vom Typ (1c¢) mit
(8] S 1 S Co.
2B) Wenn y(1) = 1, dann ist y auf R eindeutig bestimmt,

y(x) =2 x>0,

aber das AWP hat auch unendlich viele Lésungen vom Typ

—(z — 1), x < cq;
y(z) = 0 ¢ <a <0
z2, 0<uwz,

O.

)

1.

3) Der Grund ist, daf§ die rechte Seite f(x,y) := +/|y| lokal (und zwar in y = 0) nicht

Lipschitz-stetig ist.

[.a. wird sowohl die Findeutigkeit als auch die Existenz der maximalen Lésung nur fiir

lokal Lipschitz-stetige Funktionen garantiert.



Aufgabe 2.2*:  Das AWP 3y =e¥Ysinz, y(0)=—In2.

1) Trennung der Variablen:

/e_ydy = /sinxd:z; = —eY=—cosz—C,
d.h.
y(x,C) = —In(cosx + C)
ist die Losungsschar der DGL.
2) Bestimmung der Konstanten:

y(0)==In2 = C=1 = y(z)=—In(cosz+1).

3) Das Existenzintervall.
Diese Losung existiert in (—m,7) und ist nicht {iber dieses Intervall hinaus fortsetzbar.



4*. Anhang

Der exakte Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems

y' = f(2)g(y), yo = y(zo)

(in einer Umgebung von z;) ist der Folgende.

Sei zg € J. Dann gilt
dt = t) dt.
/xo 9(y) 20 7¢)

/y(l’) 1 p /l’ fr)d
——as = t) dt.
y(zo) g(S) zo
Ist G' eine Stammfunktion von 1/g, F eine von f, dann
Gly(x)) = Gly(wo)) = F(z) — F(wo).

Da G’ = 1/g # 0, besitzt (¢ eine Umkehrfunktion G~!, und

Substitutionsregel:

y(x) = G7HF(2) = F(xo) + G(y(20))]-
Im allgemeinen ist die Losungsschar
y(z) = G7[F(2) + ],

und man kann C durch die Anfangsbedingung bestimmen.



IV. Zur Diskussion am 9. Mai 2000 (I+P)

Die Aufgaben mit * sind nur Zusatzaufgaben (wenn genug Zeit ist).

1. Homogene DGL

Eine DGL der Form y' = f(y/®), # # 0 heiBt homogen.

Mit dem Ansatz z = y/x erhdlt man eine DGL in z mit getrennten Variablen:

=8 Lyt L) = [l [l
Aufgabe 1.1:  Losung des AWPs ' =24+ 25 2,y >0, y(1)=1

1) Trennung der Variablen:

1 1
f(Z):Z—|-3—2 = /322d,2‘:/—dx
z T
=  Z=Ihjz|+C = z=Inlz|+C

2) Bestimmung der Konstanten:
z()=1 = z=+/Injz|+ 1.

3) Resubstitution:
y(z)=a-z(z) =a /In|z|+ 1,

4) Existenzintervall. Die Bedingung x,y > 0 erfordert
nz+1>0 = z>1/e

Das Existenzintervall (das @ = 1 beinhaltet) ist « € (1/e, 00).



Aufgabe 1.2*.  Ldsungsschar der DGL ¢ = ngéz

0) Triviale Losung: y = 0.
1) Fiir @ # 0 schreiben wir die DGL wie folgt um

y__ 2yla
1+ (y/x)?

2) DGL mit getrennten Variablen:

1 1 2z 1z—23
U — = — — = — .
T x[f(z) ] x [1—|—22 Z] 14+ 22

2a) Triviale Losungen sind z — 2° = 0, d.h.

z2=0 = y =0, (schon gefunden)

2b) Trennung der Variablen:

1 2
/ +23dZ:1H|$|—|-C.
z

z —

Berechnung des Integrals:

/1_(12 + 22" dz—/ dz—l—/ 2z ~dz=In|z[ —In|l —2°|.
— 22

z
1 — 22
3) Resubstitution z = y/a:

Also

=n|z|+InC = =Cu.

1
" 1 — 22

Y . '_1 2 2 _
xz_yz—C.—% = y 4 2cy—a°=0.

4) Losungschar:
y=—ctvct+a2? dazu y=+zx, y=0.



2. Lineare DGL, Variation der Konstanten

Eine DGL der Form
y'(z) = a(z)y(z) +b(z), y(zo) = o, (2.1)

heiBt lineare DGL.

1) Man |8st zuerst die homogene lineare DGL

Y (@) = a(w)y(w), (2.2)

also
y(z) = Cel al@)dr _ gie allgemeine L3sung. (2.3)

2) Jetzt bestimmt man die Lésung der imhomogenen DGL (2.1) durch die sog. Variation
der Konstanten in (2.3):

y(x) = Ca)els 0 =y () = ()l O 4 a(a)y(x)
Bestimme C'(z) so, daB
C”(J:)effo a(t)dt _ b(z), wylzo) =yo

gelten, z.B.
C(z) = / b(t)e™ =0 AT gt 4y,

3) Nun folgt, daB
y(x) = {/ b(t)e™ Jro (O gy 4 yo} el (0 (2.4)

die L3sung des Anfangswertproblems (2.1) ist.
Aufgabe 2.0. Losungvon ' =y+e*, y(0)=0.

1) Losung der homogenen DGL:
Y=y = y=C¢.
2) Variation der Konstanten
y=C(z)e" = C'a)e"=¢" = C(Clz)=z+ ().

3) Allgemeine Losung

4) Bestimmung der Konstante.
y(0)=0 = C;=0.

Also, ist die Losung gegeben durch

xr

y(x) = xe”.



Aufgabe 2.1*.  Losungvon ¥y =ycosx+sin2z, y(0)=1

Man kann sofort die Lésung aus der allgemeinen Formel (2.4) entnehmen

z , i
(/ sin 2t e~ f”u cosT dT dt—|—y0) effu cost dt
Lo

(/ sin 2t e_smtdt—l—l) eSine,
0

Wenn man sich aber an diese Formel nicht errinnert, geht man alle Schritte durch.

y(z)

1) Losung der homogenen DGL:
y =ycosx = y=Cem"
2a) Variation der Konstanten
C’(:L')eSi” =sin2z = ('(z)=sin2z- e~ ST Clx) = /sin 20 e " dy + O
2b) Berechnung des Integrals:

fsinZ:L' e ST dy = fZSinxcosx e Sy = fZSin:L' e " dsin x

= fZZ e 7dz==2(z+1)e*

z=sin x

= —2(sinz+ 1)e” sinz
3) Allgemeine Losung:
y(a) = C(:L')esm = —2(sinx 4+ 1)+ Cesine
4) Bestimmung der Konstante:

y(0)=1 = ;=3



Aufgabe 2.2*:  Losung von y'sinz —y=1— cosuz,

0) Umschreibung an eine lineare DGL:

, Yy 1 —cosx Yy

+ + tan &
= = an —.
Y 2

sin @ sin @ sin

1) Losung der homogenen DGL

y/: y = 1H|y|:1H
Sin x

2) Variation der Konstanten:

C'(z) tan g = tan g

3) Allgemeine Losung:

y = (x+ Cy)tan g

4) Bestimmung der Konstante

y(g)

5) Existenzintervall (das = = Z beinhaltet)

—_m <<

tang‘—l—lnc = y:Ctan2

= Clz)=2+C

T T
= = (tan—=1) = (=
T (an4 ) 1=

y(

us
2

)=



3. Bernoulli-DGI

Die DGL
Yy =a(z)y+b(x)y*, a#0,1,

wird durch den Ansatz z = y'~% auf die lineare DGI
2 = (1—a)[a(x)z + b(x)]

reduziert.
Aufgabe 3.1.  Losung von 3y =3y —xy/y, y(0) = %

0) Triviale Losung: y = 0.
la) Bernoulli-DGL mit o = 1/3 = Substitution: z = y*/3 (z > 0)
1b) Lineare DGL:
, 2 |
Z=2z— 3% z(0) = -.

2) Losung der homogenen DGL:

/

J =2 = z=C(Ce*".

4) Variation der Konstanten:

2 2 1
/ 2x = / = —2z - 2z -
C(x)e =-3r = C(:r:)——gxe = C(x)= 3¢ <:1;—|— >—|—c1.

1 1
z(x) = C(x)e*” = 3¢ + G + e1e**, wenn z(x) > 0.

6) Bestimmung der Konstante:

1
= 1 = —.

1
0) =7 12

7) Resubstitution

(2) [Z(x)]3/2 = [%6290 + %:1; + é]?)/z, wenn z(x) > 0;
yixr) =
0, sonst

8) Da z/(z) = %ezx —1—% > 0 und z(Fo00) = F00, existiert es
genau ein z,, so daB
Z(e) = ¥+ fu + 2 =0
Bemerkung. Ware die Anfangsbedingung
y(xg) = 0, mit einem beliebigen z,

hatten wir unendlich viele Losungen.



Aufgabe 3.1*.  Losung von y' = 322(y —y?), y(0)=1/2.

0) Triviale Losungen sind y =0 und y = 1.
1) Bernoulli-DGL mit @« =2 = Substitution z =1/y = lineare DGL

2 = —32%z + 327, z(0) = 2.
3) Losung der homogenen DGL

.3
d =322 = z=(C¢"

4) Variation der Konstante

3

C'(a)e™™ =327 = Cla)=¢" + ().

5) Allgemeine Losung
z(x) =1+ Cle_xs.

6) Bestimmung der Konstante

7) Resubstitution




V. Zur Diskussion am 16.05.00 (P)

Aufgabe 1: Skalares Fixpunktproblem fiir f(z) = %ex/Q

Aufgabe 1la. Zeigen Sie, daB f im Intervall [0, 1] und im Intervall [4, 5] jeweils genau

einen Fixpunkt besitzt.

A) Uberprufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fiir D = [2, 3]
1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
2) f ist selbstabbildend auf [0, 1]:

FO)=% fuy=ive<L <l
f ist monoton wachsend, d.h. f(0) < f(z) < f(1)

3) f ist kontrahierend auf [0, 1]:

fllx) = iel’/? ist positiv und monoton wachsend:
= max] |f(2)] < L:=0.42.
)

0< f(0)< f'(1)=Ve/4=0412< 1 z€[0,1

Nach dem Mittelwertsatz gelten dann die folgende Ungleichungen:
|F(x) = S = 1F©)lle =yl < max| [(O)lx — | < L]z — yl.
4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat f in [0, 1] genau einen Fixpunkt.

B) Uberprufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fir D = [4,5]:
f ist keine Selbstabbildung auf [4,5], da f(5) = ¢*/?/2 = 6.09 > 5. Trick:

flx):=e?/2=0 & z=2In(2z)=:g(z), z>0.
2) g ist selbstabbildend auf [4, 5], da

g(4) =2In8 = 4.156, ¢g(5) = 2In 10 = 4.605
= ¢([4,5]) C [4,5].

¢ ist monoton wachsend

3) g ist kontrahierend auf [4, 5]:

= max |¢'(z)] < L:=0.5.

¢'(x) = 2 ist positiv und monoton fallend
0<g'(b)<g4)=1/2 wE4,5]



4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat g bzw. f in [6,7] genau einen Fixpunkt.

Aufgabe 1b. Welche lterationsvorschrift ist zur Berechnung

des zweiten Fixpunktes geeignet?

Nach obigem ist
Tpy1 = 2In(22,) mit w9 € [4, 5]

eine geeignete Iterationsfolge (die gegen des Fixpunktes konvergiert).

Aufgabe 1c. 1) Wieviele Schritte ausgehend vom Startwert o = 0 sind laut a-priori-
Abschatzung hochstens notig, um den ersten Fixpunkt mit einer Genauigkeit
von ¢ = 1072 zu approximieren?

2)  Wieviele Schritte geniigen tatsachlich (berechnen Sie mehrere Iterierte und
wenden Sie die a-posteriori-Abschatzung an)?

1) Die a-priori Abschitzung fiir f(z) = Le™/2 auf [0, 1] lautet

|o* — 2, < lL_—nL|:1;1 — ol mit 29 := 0, 1 = 0.5, L :=0.42
< % 0.5 mit einer Genauigkeit ¢ = 1072
< 1072
Das gibt
(0.42)" < % 1072 =0.0116 = n> % = 5.137.

Also geniigen 6 Schritten.
2) Die a-posteriori Abschitzung ist

» L
|a* — a,] < 1_L|:1;n—:1;n_1 )
Nach dem folgenden MAPLE-Program
x[1] := 0.;
x[2]:=0.5; x[3] := 0.642
for i from 2 to 6 x[4] := 0.689
while abs(x[i]-x[i-1]1)*0.42/0.58 > 0.01 x[5] := 0.705
do x[i+1]:=0.5*%exp(0.5*x[i]) x[6] := 0.711
od;

geniigen 5 Schritten.



Aufgabe 2: Nichtlineares Gleichungssystem

r = (xQ—yQ—l—%)

in D={(x,y): ||yl <1}

N|— N

y = s(2*+y* -1

0) Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F(z,y):

T T T Fi(x, 1 x?— 242
=F wobei F = 1@, y) == g !

y y y Fy(z,y) w4yt —1

Uberpriifung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:
1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
2) I ist selbstabbildend, da fiir ||, |y| < § gilt

(hi
(=) <

1_
L_

N= ro =

1
2
3) Kontraktivitat von F'. Wegen Mittelwertsatz

L:= sup ||[F'(z,y)]| <1 = F ist kontrahierend.
(z,y)€D

x JE—
Wir haben Fl(z,y) = Y .
Z )

Anwendung der [,- oder [;-Norm von F' hilft aber nicht:
sup |[F'(z,y)||leo = sup [[F(2,y)]1 = 1.

(w,y)ED (w)eb

Wir schétzen die {-Norm ab:
| F'(z,y)||3 := der gréfite Eigenwert von F' F*.
Es gilt

o 2t +y? 2? — P |
x? — y2 x? 4 y2
und
det(F' F™* — XI) = A —2(zx* 4+ y*)\ + 42?y?
= (A—=22)(A —2¢%) = Amax = 2max (2%, y?) < %,
d.h.

1
F'(z, =—=L<1
(ax [ (@ y)lle = 3

4) Nach dem B. Fixpunktsatz folgt, daB F' auf D genau einen Fixpunkt besitzt.



VI. Zur Diskussion am 16.05.00 (I4P)
Losung des DGL-Systems

i
Aufgabe 1. Das AWP V' = ((1) D Y + (?et), Y(1) = (_O) .

?6 e
N’ N —’
A F(t)

1. Berechnung von Hauptvektoren fiir A.
la) Berechnung der Eigenwerte:

det(A—)\[):‘l_)\ L

1b) Bestimmung der Eigenvektoren [der Hauptvektoren der Stufe 1].

)\1:1 = (A—])U1:<8 (1)>U1:0 = U1:<(1)>.

Es gibt keinen anderen Eigenvektor vy zu A = 1, so daB die Vektoren {vy,va}
ein linear unabhingiges System in R? bilden. Deshalb

lc) Bestimmung  der Hauptvektoren der Stufe 2 durch Loésung (A — A1) ve = vy

[die die Gleichheit (A — AI)*v = 0 erfiillen] [Dann gilt (A—AT)?vy = (A=AI)v; = 0]

o= (0= () = = = (%)

2) Berechnung des Fundamentalsystems und einer Wronski-Matrix

1 0 1 t el tel
e () e (e ()= (1) = (5 ).
—~ —~ —~

V1 v2 V1

Fiir ein Fundamentalsystem zum DGL-System Y’ () = AY (¢) gilt

p—1
1 .
Yk = 6”2 —(A— /\I)]vk,

wobei p die Stufe des Hauptvektors v, zum Eigenwert A ist. Daraus folgt

Y (t) = ety fiir die Hauptvektoren vy der Stufe p = 1;
Yo (t) = e M(vy +tvy), fiir die Hauptvektoren vy der Stufe p = 2.



3) Spezielle Losung des Systems (Variation der Konstanten)  (fallt aus, wenn F(t) = 0 ist).

t
Y!=AY,+F, Y,to)=0 = Y,t)=W(@) [ W (z)F(x) dt.
A=

3a) Berechnen von ¢(t) = W~(¢)F(¢) als Losung des Systems W (¢)c'(t) = F(t):

el tel | 2¢! ~ () = 1
0 ¢ |e/t = 1/t)"
! t—1
2b) Integrieren:  ¢(t) = / d(x)dx = ( ) :
L Int

3) Die allgemeine Losung: Y (¢) = W(t) {c(t) + c} (mit ¢(to) = 0).

4) Bestimmung von ¢ als Losung des Systems W (#o)c = Yy  (fallt aus, wenn Y = 0 ist).
e el 0 N _ 1
0 e|—e “T\-1)
5) Endliches Berechnen von Y'(t):
B B el tet (t—1)+1
omwfnd = (5 90

- (tethi?ﬂ)— 1)> - <ef (tliin—t 1)) '




5 —4
A

Aufgabe 2a*. Das AWP Y' = ( 1 ) Y, Y(0)= ( ! ) :

1) Berechnung der Eigenwerte von A:

det<4—)\ ~3 ):—(4—>\)(4+)\)+15=)\2—1 = M=1 X=-L

5 —4 — A
5 =510 ( )
5 =310
Ay = —1 = (5 _3‘()) = 1y ( )

3) Berechnung des Fundamentalsystems und einer Wronski-Matrix:

w=c (1) mo= (). wo= (0370,

4) Die allgemeine Losung: Y (1) = W(t) ¢
5) Bestimmung der Konstante als Losung von W (t)c = Y

(13l) = (oafa) = =(7)

Aufgabe 2b*. Das AWP Y'= (4 _3) Y + ( ; ) Y (0) = 0.

2) Bestimmung der Eigenvektoren:

M =1 = (3 _3‘()) = v

T W = =

4"} Spezielle Losung des Systems (Variation der Konstanten)

t
Y/ =AY, + F, Y(l)=0 = Y, (t)=W() [ W (a)F(x) dt.
R

4a’) Berechnen von ¢/(t) = W=1(¢)F(t) als Losung des Systems W (t)c'(¢) = F(t):
el 3e7] 0 el 3e7'| 0 , —6
el et | 4et = 0 27" |4e = )= 2e?t |

¢

4b') Integrieren:  ¢(t) = / d(z)dx = <€2:6t1> :
: _

5") Berechnen von Yj(1):

el Je~t —61 —6te! + 3e! — Je!
vio=woan= (5 20 () = (Che T2 i),




VII. Zur Diskussion am 23.05.00 (I+P)

Aufgabe 1: Fund.-System zur DGL n-ter Ordnung

1a) Das charakteristische Polynom zu L(y) = y"” — 5y’ + 6y = 0 ist
M- +6=A=-3)A=2)=0 = N\ =3, \=2
Das Fund.-System ist also S ={e* e}
1b) Das charakteristische Polynom zu L(y) = y” + 2y’ + y ist
X420 4+1=A14+12=0 = M\ =X=-1
Das Fund.-System ist also S ={e " te "}
1c) Das charakteristische Polynom zu L(y) = y” + y ist
M41l=0 = M=+4i, d=—i

Das Fund.-System ist also S = {cost,sint}.

1d)* Das charakteristische Polynom zu L(y) = y™ 4 2y" +y = 0 ist
My 1=+ 1)=0 = A =X=1 M=N\=—i
Das Fund.-System ist also S ={cost,tcost,sint, tsint}
le)* Das charakteristische Polynom zu L(y) = y” — 2y’ + 2y ist
M2 42=0 = Ap=1+i

Das Fund.-System ist also S ={e'cost,esint}.
s /(5)2—ac

Zur Erinnnerung: ar’+br+c=0 = zjp=2
1f)* Das charakteristische Polynom zu L(y) = y™® — ¢ ist
Mo =XA=-1)=0 = MN=X=X=0, \N=1

Das Fund.-System ist also S ={1,t,t* ¢}



Aufgabe 2: Das AWP ¢ —y=-2t, y(0)=4'(0)=0

(Losung mittels des dquivalenten Systems)

1) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
M_1l=Q0=-DA+1D=0 = N=1, =+

2a) Ein Fundamentalsystem:  {e’, e™"}
2b) Wronski-Matrix W und die rechte Seite F' des dquivalenten Systems

wor= T ). ro={ " ).

el —e”? —2t

Wegen der Nullanfangsbedingungen y(to) = 0 braucht
man keine Berechnungen dazu

3) Allgemeine Losung ya(t) = W(t)c

4) Spezielle Losung des Systems: Y;(t) = W(t)e(t) = Wi(t) f: W z)F(z) dz
Variation der Konst. ()

Variation der Konstante (d.h. die Substitution Y (¢) = W (t)c(t) im urspriinglichen
DGL-System Y'(t) = AY (t) + F(t)) ergibt:

WOt = F(t) = J{t)=WHF(E) = c(t):/t Wl () F(x) dx

4a) Berechnen von ¢(x) als Losung W (x)d'(x) = F(x):

el et 0 _ el et 0 —te™!
= = ()=
el —e | =2t 0 —2e7'|—2¢ tet
¢ t+1)e " —1
4b) (Partielles) Integrieren: c(t) = / d(z)dx = ( )
0 (t—1)et+1
5) Losung der urspriinglichen DGL:
(t+ et —1

ys(t) = [Ys(@)ly = W) e(t)]y = (¢, e7")

(t—1)e"+1
= [+ 1) —el+[(t -1 +e]=—e+e'+21.

Die spezielle Lésung y; der urspriinglichen DGL ist die 1-ste Komponente der speziellen
L3sung Y; des dquivalenten Systems:

ys(2) := [Ys(2)]1 (= die 1-ste Komponente von Y (x)), ys(to) = ¥i(to) = 0.

Wegen der Nullanfangsbedingungen des AWP's ist dieses y, die geforderte Losung.



Aufgabe 3: Das AWP ¢ —y=-2t, y(0)=4'(0)=0

(Losung durch den Ansatz der speziellen Losung)

1) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
pr(V) =X —1=0 = MN=1, A=-L

2a) Ein Fundamentalsystem:  {e’, e™"}
3a) Spezielle Losung des Systems:  y,(t) = at +b

Die rechte Seite f(t) = —2t hat die Form r(t)e”, wobei (t) = —2¢ ein Po-
lynom vom Grad 1 ist und A = 0 nicht zu den Nullstellen des char. Polynoms
pr gehdrt. Deshalb hat eine spezielle Lésung die Form y,(t) = g(¢)e*, wobei
q(t) ein Polynom vom Grad 14 0 = 1 ist, also y, (t) = at + b.

3b) Bestimmung der Koeffizienten a, b:

ys(t) =at +b,  yl(t)=0
Llys) =yl —ys = —(at+b)=: =2t = a=2, b=0.
4a) Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
y(t) = yA(t) + ys(t) = C1€t + Cze_t + 2t.
4b) Bestimmung der Koeffizienten ¢; entspechend den Anfangsbedingungen:

y(t) = cre! + cxe7 421, y(0) =
y'(t) = cre’ — ce™ 42, y'(0)

0;
0:

d.h. Losung des Gleichungssystems:

(8] + Cy =0
C1 — CQ—|—2 =0
oder
1 1 0 _ 1 1 0 —1
@50 s
1 —1]-2 0 —2|-2 1

4c) Die Losung des AWP’s ist also



Das AWP " + y = 4sint, 0)=4'(0)=0
Aufgabe 4 y' +y y(0) = y'(0)
(Losung mittels des dquivalenten Systems)

1) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
M41l=0 = M=1i, d=—i

2a) Ein Fundamentalsystem:  {cost,sint}
2b) Wronski-Matrix W und die rechte Seite F' des dquivalenten Systems

cost sint 0
Wi(t) = . P = :

—sint cost sint

3) Allgemeine Losung ya(t) = W(t)c
4) Spezielle Losung des Systems: Y;(t) = W (t) ft Wl (2)F(x) dx

to

4a) Berechnen von ¢(x) als Losung W (x)d'(x) = F(x):

cost sint 0 (2)-cost+(1)-sint [ COST sint 0
—sint cost |4sint 0 cos?t +sint =1 |4sintcost
—4sin®t 2cos 2t — 2
= d(t) = =
4sintcost 2sin 2¢

t sin 2t — 2t

4b) Integrieren: c(t) = / d(z)de = :
0 —cos2t +1

5) Losung der urspriinglichen DGL:

sin 2t — 2t

—cos2t +1

= costsin2t —sintcos2t —2tcost +sint = —2tcost + 2sint.

sin(2¢t—t)=sint

ys(t) = [Ys(x)]1 = [W(t)e(t)]1 = (cost,sint)




Das AWP " + y = 4sint, 0)=4'(0)=0
Aufgabe 5 y' 4y y(0) =y'(0)
(Losung durch den Ansatz der speziellen Losung)

1) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
prN) =N +H1=0 = A\ =i =i

2a) Ein Fundamentalsystem:  {cost,sint}

3a) Spezielle Losung des Systems:  y,(t) = t(acost + bsint)

Die rechte Seite f(¢) = 4sint hat die Form r(t)%(e”), wobei 7(t) = 4 ein
Polynom vom Grad 0 ist und A = Ay5 die 1-fache komplexe Nullstelle des
char. Polynoms py, ist. Deshalb hat eine spezielle Losung die Form

e (t) = a(t) [a(e) + BR(M]
wobei ¢(¢) ein Polynom vom Grad 0+ 1 = 1 ist, also
ys(t) = (t 4+ ¢)(acost + bsint).
Da L(acost + bsint) = 0 ist, kann man nach einer Lésung der Form
ys(t) = t(acost + bsint)
suchen.

3b) Bestimmung der Koeffizienten a, b:

ys(t) = at cost + bt sint, y'(t) = a(—tcost — 2sint) 4+ b(—tsint 4 2cos t)
Llys) =yl 4+ ys = —2asint + 2bcost =:4sint = a=-2, b=0.

4a) Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
Y(t) = ya(t) + ys(t) = c1 cost + e sint — 2t cos t.
4b) Bestimmung der Koeffizienten ¢; entspechend den Anfangsbedingungen:

y(t) = crcost+ exsint—2tcost, y(0) = 0;
0;

y'(t) =—cysint + cacost—(2cost — 2tsint), y'(0)
1 01]0 0

= c= :
0 112 2

4c) Die Losung des AWP’s ist also

y(t) = 2sint — 2t cost.



VIII. Zur Diskussion am 30.05.00 (I4P)

Aufgabe 1: Euler-Cauchy-Verfahren

"~ 2wy +2y =0
zur DGL { Y xyl =
y(1)=y'(1) =1.
Naherungswerte fiir y(2),y'(2) (mit Schrittweite h = 1).

1) Transformation auf ein System 1. Ordnung:

Das dquivalente System ist z/(x) = ( Y () ) - ( 2:1;22(;)2(—:1;)221(:1?) ) = flz.#(z))

a.) Euler-Cauchy-Verfahren:
Lt — () o hf(tn,z(”)).

Wir starten bei n =0, {o = 1, h = 1 und setzen z(® = z(1):

1 1 2
A 2O L f(1, 20)) = n _ 7
1 2.1.1-2-1=0 1

2 2
Die Naherungswerte sind also ( y(2) ) =) = ( ) .

y'(2)

Allgemein (t, =n+1, h =1)

At = ) L, 2) = n+1 n 1 _ n+2 .
1 2-(n+1)-1-2-(n+1)=0 1

Also gilt fiir die Nzherung fiir y*) (n)

u(n)  ~ S = n,
v(n) ~ S = 1
y'(n) ~ 2~n~z£n_1)—2z£n_1) = 0,

und man sieht, daB unsere Naherung
y(z) ~

ist, was tatsachlich die exakte Losung ist.



2b. Riickwartiges Euler-Cauchy-Verfahren:
) = 200 o pf(t, g, 20D,

Wir starten bei to = 1, {; = 2, h = 1 und setzen (¥ = 2(1) = (1,1)7.

Zg) B Z§O) h Zél) (1 N Zél)
Zél) Zéo) Ztlzgl) -2 Zg) 1 2.2 Zél) -2 Zg) '
Um 2" zu bestimmen, muB ein Gleichungssystem gelést werden, und zwar
1 —1|zM () ezo (1 - e . L oLw_ (2
2 -3z 1 0 —1 =M ~1 1
Allgemein (mit h =1, t,41 = n+2):

Z£n+1) _ Zgn) +h Zén-l—l) |
zénH) zén) 2tn+1z£n+1) -2 zgnH)

f(tn+1vz(n+1))

Pro Schritt muB ein Gleichungssystem geldst werden, und zwar
1 ~1 P
2 —(2n+3) | M
n n+1 2n+3 z§n)—z£")
n) - () (e
(n) _ o, (n) (n+1) | T 2z{M 5" ‘
Z5 2z Z5 T
Nun erhalt man

RO e RGO (N G I A R B
1 1 1 1

d.h. dieselbe N3herung wie mit dem expliziten Euler-Cauchy-Verfahren, die tatsachlich die exakte Ldsung ist.

oder

(2)_:%(1) 1 -1
0 —(2n+1)

Bemerkung. Das riickwértige Euler-Cauchy Verfahren ist im allgemeinen besser als das
explizite Verfahren. Dafl in unserer Aufgabe beide Verfahren diesselbe Néherung geliefert
haben, ist eine Ausnahme.



Aufgabe 2*: Runge-Kutta-Verfahren zur y' =y —t, y(0)=1.
Naherungswert fiir y(1) zur Schrittweite i = 1.

Hier sind
to=0, w=1, h=1, f(t,y)=y—1.

Also haben wir

kl = f(to,yo) = f((), 1) = 1,
k3 = f(tO—I_%hv yO—I_%hk?) :kQ = 17
k4: f(t0+h7y0+hk3) :f(0—|-1,1—|-1) :17
so daf |
k: 6h(k1+2k2+2k3+k4): 1,
und

y(l) =y =yo+ k=2
Bemerkung. Die exakte Losung ist y(t) =1t + 1.



Aufgabe 3*: Picard-lteration zur ' =y —=x, y(0)=1.

Berechnung einer lokalen Losung.

Die Picard-Iteration lautet
yo(z) = Yo, Yr41(T) = Yo —I—/ f(tye(t)) dt.

Hier haben wir
fty)=y—t, 20=0, yo=1.
Nun gilt

yi(z) = yo-l'/ggf(tayo)dt

v 1
= 1—|—/(1—t)dt:1—|—:1;——:1;2,
0 2
y2(2) = wyo+ [ flt,y)dt
v 1 1
=1 1—-t)dt=1+2— —2°
yo(®) = yo+ [ Sf{t,ynor)dl

@ 1 1
= 1 1— —t")dt=1 — "t
+/0( n! ) e (n—l—l)!x

Fiir jedes feste x haben wir
lim y,(z) =14z
n— 0o

und nach dem Satz von Picard-Lindel6f ist diese Konvergenz in einer Umgebung von xg
gleichmiafig, so dafl

yl) =1+
eine lokale Losung des AWP’s ist.



X. Zur Diskussion am 20.06.99 (P—+I).
Newton-Verfahren

Aufgabe 1: Newton-Verfahren.

Naherungslosung der nichtlinearen Gleichung 2% =5

0) Newton-Verfahren fiir die numerische Berechnung von Nullstellen von f:

_ [ (@)

LTpny1 = Tpn — f/(l’ )
n

1) Wir haben

flz):=2>~-5 = flx)=22 = xp=a,— 2

und nehmen

Lo = 30

2) Das MAPLE-program gibt

> x[0] := 3.0; x[1] := x[0]-(x[0]"2-5)/2/x[0];
z[0] = 3.0
z[1] = 2.333333334

> for 1 from 1 to 10 while abs (x[i]-x[i-1]) > 10°(-9) do
x[i+1] :=x[i]-(x[i]"2-5)/2/x[i]

od;
:1;[2] = 2.238095238
:1;[3] = 2.236068896
:1;[4] = 2.236067977
:1;[5] = 2.236067977

Das Newton-Verfahren hat i.a. die Konvergenzordnung 2, was bedeutet, dass bei jedem
Schritt die Anzahl der genauen Stellen verdoppelt wird.



Geometrische Interpretation. Die nachste Ndherung z,41 wird be-
stimmt als Nullstelle der Tangente an die Funktion im Punkt f(z,). (Skizze).

Vergleich mit der Banach’schen Iteration. Die Newton'sche lteration
ist eine Banach’sche lteration:

f(x)
f'(x)

LTn+1 = ¢(xn)a (f)(l‘) =T -

Bemerkung. Das Newton-Verfahren bendtigt einen guten Startwert, da es
nur lokal konvergent ist. Z.B. gilt fir die Funktion

fle) =

z? 1

=1—
z2 41 z2 41

1 1
= Zp41= l‘n—il‘n(l‘i'i‘l) = 51‘”(1—1‘2)

fiir |zo| < /3 konvergiert die Folge {x,} gegen = = 0;
fiir |z0| = /3 alterniert die Folge {x,} zwischen £/3;
fiir |z0| > /3 divergiert die Folge {x,} gegen # = +oo

und in diesem Fall kann man z.B. das gedampte Newton-Verfahren benutzen.



Aufgabe 2. Newton-Verfahren.

Naherungslosung des nichtlinearen Gleichungssystems

22 — 3y = —1 _
mit dem Startwert (1,1)
3x? —4yP = 1
) ) 22°% — 3y* + 1
1) Suche nach einer Nullstelle der Funktion F'(x,y) =
32 —4y® — 1
(n+1) (n)
T T 4
2) Newton-Verfahren: = — (F'[(z,y)™])" Fl(x,y)™)].
Y Y
2a) Aquivalente Formulierung;
(n) (n+1) (n) (n)
, (n) Ax (n) x x Ax
F[(l‘,y) ] :F[(l‘,y) ]7 = -
Ay Yy Yy Ay

Dadurch wird die Invertierung von F'[(x,y)"] vermieden und pro Schritt nur
ein Gleichungssystem geldst.

62 —6y

3) Jacobi Matrix: F'(z,y) =
6x —12y°

1. Schritt.
a) Berechnung von F'(2?), F'(2")

0 —6
F(1,1) = ., F'(1,1) =
-2 6 —12
b) Losung des Gleichungsystems:
6 —6| 0\ @-q (6 —6] 0 Az 1/3
= = =
6 —12| -2 0 —6|—2 Ay 1/3
c¢) Die néchste Naherung:
(1)
T 1 1/3 2/3
y 1 1/3 2/3



2 1 1

Aufgabe 3*: LR-Zerlegung der Matrix A= | —4 3 2
14 17 35
Wir haben
2 1 1 2 1 1 2 1
4 3 2| @-1)-(-2) = | -2 5 4 | -2 5
14 17 35 | (3)=(1)-7 7 10 28 ) (3)—(2)-2 7 2 20
Also gilt
A=LR
mit
1 00 21 1
L=1 -2 10 [, R=1105 4
7T 2 1 0 0 20

Liegt die LR—Zerlegung einer Matrix A vor, so 16st man das System
Ax =b
zu gegebener rechter Seite b durch Vorwarts- und Riickwartseinsetzen:

Ar=b & LRx=b < L Rx =0b.
=

y

Man [6st
Ly=0b  durch Vorwirtseinsetzen
und dann
Re=y  durch Riickwirtseinsetzen
7.B. die Gleichung
3
Azr = 0
13
16st man folgendermaflen.
1) Vorwértseinsetzen: Ly = b
1 0 0] 3 U 3
-2 1 0|0 = yy | = 0+2-3=6
72 1]13 Y3 13—-7-3—-2-6=-20



2) Riickwartseinsetzen: Rx =y

21 1| 3

05 4| 6 =

0 0 20| -20

Schliefilich ist

die Lésung von

14

€1

T2

T3

3 2

17 35

13



XI. Zur Diskussion am 27.07.00 (P+I)

1 2 4
Aufgabe 1. Anzahl der Losungen von r =

3 6+a 13+ 7
1 2
3 6+«

4 1 2 4
=
134+ 0 0 all+p
Fall 1: o # 0. Es ex. genau eine Lésung x = (

42<1+/)’>/a)

GaubB-Elimination:

(1+08)/a

Fall 2: o =0, 3 # —1. Es ex. keine Losung (der Gleichung 0 -z = 1 + f3)

Fall 3: « =0, = —1. Es ex. unendlich viele Lésungen

(die die Gleichung x; 4+ 225 = 4 erfiillen):

4 -2
T = ! ’ 7€R
v



3 3a 9

Aufgabe 2: Cholesky-Zerlegung von A= | 3¢ 3d?2+a 10a | ;

LR-Zerlegung:

9 10a a+ 31

Bestimmung (abhangig von a), wenn A positiv definit ist

3 3a 9 3 3a 9 3 3a 9
3a 3a*+a 10a = a a a = a a «a
9 10a a + 31 3 a a+4 3 1 4
Also gilt
A=LR=LDL"
mit
1 00 3 3a 9
L=|la 10|, R=DL"=|0 a4 a |, D = diag (3, a,4)
311 0 0 4

1)
2)
%)
2b)

a =0: A ist singular (denn det A = det D = 12a = 0 ist)
a # 0: A ist regulér (denn det A = det D = 12a # 0 ist)
a > 0: A ist positiv definit (da alle Diagonalelemente von D positiv sind)

a < 0: A ist indefinit (da nicht alle Diagonalelemente von D das gleiche Vorzeichen haben)

Wenn eine Matrix A symmetrisch ist und die L R-Zerlegung von A durchfiihrbar ist, gilt
die Zerlegung:
A=LR=LDILT,

die Cholesky-Zerlegung heiBt. Hier ist 1) die Diagonalmatrix, die mit den Diagonalele-
menten von R iibereinstimmt. In diesem Fall ist A genau dann positiv (negativ) definit,
wenn alle Diagonalelemente von D positiv (negativ) sind.

Man bekommt die Cholesky-Zerlegung durch die ganz normale L R-Zerlegung. Es gibt
eine Modifikation des L R-Algorithmus, die aufgrund der Symmetrie etwa halb so viele
Operationen braucht, aber dies macht nur Sinn fiir relativ gréoBe Matrizen. Dies wird
hier nicht weiter vertieft.

Wenn A eine symmetrische positiv definite Matrix ist, dann ist die L. R-Zerlegung immer

durchfiihrbar, und (mit C' := L/D) gilt die Zerlegung
A=ccT,

die auch Cholesky-Zerlegung heiBt und die hier auch nicht vertieft wird.



3 3 9 3

Aufgabe 3: Losung der Gleichung | 3 4 10 |z = 3

9 10 31 13
(die oben gegebene Matrix A mit a = 1),

Man 16st die Gleichung Az = b als

Az =L Rx =b = Ly=0b, Rx=uy.

Wir haben
1 0 0] 3 Y1 3
Ly=bt & 1 10| 3 = w =10,
31 113 Y3 4
und
33 9|3 —1
Rr=y = 01 110 = = -1
0 0 4|4 1



Aufgabe 4* (fiir Physiker). Gegeben seien

2 6 —2 —14
A= 6 21 0|, b= =15
-2 0 16 78

Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung von A und l6sen Sie die Gleichung Ax = b.

Losung 4. Wir haben

2 6 =2 2 6 =2 2 6 =2
6 21 0 = 3 3 6 = 3 3 6
-2 0 16 -1 6 14 -1 2 2
R
Also gilt
A=LDLT
mit
1 0 0
D = diag(2,3,2), L= 310
-1 2 1

Man 16st die Gleichung Az = b als
Ar=LDLYz=b = Ly=0b, L'x=D7y.

Y

Wir haben
1 0 0|-14 Y1 —14
Ly=0 & 3 1 0]-15 = yy | = —15+3-14 =27
-1 2 1| 78 Y3 8—2-27T-14=10
und
-7
Dly=| 9 [,
5
und
1 3 —1]-7 1
le=D'% = o1 2/ 9| = «=] 21
00 1] 5 5



5*. LR-Zerlegung mit Permutationsmatrizen (fiir Physiker)

Aufgabe 5. Gegeben seien

02 3 ~3 5
A=113 5|, W= 51, s@=1] 10 [,
2 6 —2 2% 32

Da A regular ist, existiert eine L R-Zerlegung von P A mit einer geeigneten Permutations-
matrix P.

a) Berechnen Sie L, R und P;
b) Losen Sie Ax() = b,

Losung 5.
0 2 3 1 3 5 1 3 5
1 3 5 = 0 2 3 = 0 2 3
2 6 =2 2 6 =2 2 0 —12
Also gilt
PA=LR
mit
010 1 00 1 3 5
0 0 1 2 0 1 0 0 —12
Weiter haben wir
-5 10
Pb(l) — -3 , Pb(2) — 5 ,
26 32
und
-5 10
Ly(l):pb(l) — y(l): 31, y(2): 5
36 12
1 3
Rx(l):y(l) — U= 31, 22— 4
-3 —1



XII. Zur Diskussion am 4.07.00 (P+I)

Aufgabe 1: Polynominterpolation der Daten

Interpolationsfehler in x = 0
Darstellung nach Lagrange

Darstellung nach Newton (mit der zusatzlichen Stiitzstelle)

1) Interpolationsfehler:

/()]
3!

p(z) = f(2)] < w@)l,  w(@):=(z+3)(e+ 1)@ -1).
(€)= |6sin §OP < (7/6)°, w(0)[=3 = [f(0) —p(0)] < F(r/6)".

2a) Die Lagrangschen Grundpolynome:

Loy = EFVEZD -y = CEIEZD ) - e ]
2b) Die Lagrange-Form:
3
_ __plethE-1 @3- (@43 (et
ple) = 30t fe) = (- (H B
3a) Dividierte Differenzen:
-3 -1
(=1/2)=(=1) _ 1
(-1)—=(=3) — 4
—1|-1 1/2-1/4 _ 1
2 1-(—3) ~ 16

—_
[N

3b) Die Newton-Form

p(e) = —1+ ~(243) + = (0 +3)(z + 1)

4 E(



4a) Dividierte Differenzen mit der zusétzlichen Stiitzstelle 24 = 0:

-3 —1
1
1
1 1
-1 =3 16
1 o 0-1/16 _ 1
2 0—(-3) — 48
1
1 T et 0
©o0-1/2 1
0—1 ~— 2
0 0

4b) Die Newton-Form des neuen Interpolationspolynoms:

o) = ple) = 3o+ B)w + 1) = )

. i x; ‘ _T 0 ‘ s
Aufgabe 3*: Polynominterpolation der Daten 2 2
sinx; | —1 ‘ 0 ‘ 1

Interpolationsfehler auf dem Intervall [—%, g]

Darstellung nach Newton (mit der zusatzlichen Stiitzstelle)

1) Interpolationsfehler:

o) - sl < e -5y gy

Bestimmung des Maximums von

Wir haben

Da

ist, gilt die Abschitzung




2a) Dividierte Differenzen (mit der zusétzlichen Stiitzstelle T):

6
-z -1
2
T
0 0 0
2 33 _ 9
2 5. = —5-3
: 16 _ 3
% 1 .......... _ﬁ; —_ _7'['_2
13 _ 3
27~ 27
T 1
6 2
2b) Newton-Form:
_ 2 _ 2
plz) = -1+ 2(z+§) = sz
2¢) Die Newton-Form des neuen Interpolationspolynoms:
2 9 2 25 9
Man kann auch sofort schreiben
2 2
T 2 T
o) = (o) e = ) = 2ot e - )
und die Konstante ¢ aus die Gleichheit
1
9(g) =3

bestimmen.



XIIT**. Zur Diskussion am 4.07.00 (P+1)

o] -t ]o]1]

@ [b]e

Aufgabe 1: Approximation der Daten

‘ Yi
im Sinne der kleinsten Fehlerquadratmethode durch p(z) = m + nz

Fiir welche a, b, ¢ ist die Fehlerquadratsumme minimal?

Seibe R™ A€ R™*™ mit m > n und rang A = n. Die
Normalldsung x. der iiberbestimmten Gleichung

Ax = b,
ist die Losung der Normalgleichung
AT Az = A"b.
Die Normalldsung z, erfiillt die Gleichheit

| Azy —bll» = inf ||Az — b]j2,
xER™

d.h. dies ist eine Naherungslosung der Gleichung Az = b
im Sinne der kleinsten Fehlerquadratmethode.

3
1) Gesucht ist ein Polynom p(z) = m 4+ nz, so da8 Z[p(tz) — ;]* minimal ist.
=1

la) Die Koeffizienten m,n werden als Normalldsung des iiberbestimmten Gleichungssystems
p(t;) = y; gefunden, d.h. des Systems

m-n = a, 1 -1 a
m
m " oder 1 0 = b
n
m+n = ¢ 1 1 /) — = c
N——— z N——
A Y

1b) Man sucht die Normallésung, d.h. die Losung der Gleichung

AT Az = ATy,

Wir haben
0 m at+b+c
ATAx: = :AT%
0 2 n c—a
WOoraus Loy o
a c c—a a c c—a
= = )= S



2a) Approximationsfehler in den Stiitzstellen:

p(=1) -y = “"})ﬂ—cga_a:%_c;a _ zb_(giiwc)
p0) —yp = 2EE ) _ (a+c3)—2b
Pl —ys = ke poge o whpbe e 2o(td

2b) Fehlerquadratsumme:

3

> Ip(ti) = yi)* = const - [2b — (a+ ¢)]*.

=1

& .
erreicht

2¢) Das Minimum, das = 0 ist, wird fiir b = a4

Alternative

2a) Die Fehlerquadratsumme S ist immer > 0.

2b) S=0 < pt;)=y; < die Punkte (¢;,y;) liegen auf einer Gerade:

b—a _c—b - b_a—l—c
0—(-1) 1-0 2
Aufgabe 2™
o |1l

Gegeben seien die MeBwerte

) ‘ ; ‘ - ‘ - fiir eine GroBe f(t),

die nach der Theorie einem Bildungsgesetz der Form f(¢) = 2at + bt* geniigen.

Bestimmen Sie die Parameter a,b optimal im Sinne der kleinsten Quadratmethode.

2a+ b=2, 2 1 2
.. a
1) Uberbestimmtes System: 6a+  9b =5, d.h. 6 9 = 5
b
8a+ 16b=7, 8 16 | —m 7
N —’ T N——
A c

2) Die Normallgsung, d.h. die Losung der Gleichung AT Az = AT¢:

104 184 a 90
AT Axy = = = ATe.
184 338 b 159
und es folgt
97 1
108’ 54



Aufgabe 3™

e
TCIEREE
die nach der Theorie einem Bildungsgesetz der Form f({) = at + bcos Tt + 5 geniigen.

fiir eine GroBe f(t),

Gegeben seien die MeBwerte

Bestimmen Sie die Parameter a, b optimal im Sinne der kleinsten Quadratmethode

mit Hilfe der folgenden () R-Zerlegung:

1
-3~ W6 1 T 2
0o 1 |="%| o v |- V5
V60 0 &
1 30
I V6 3
—3a+ bcos(—3F) +5=75,
1) Uberbestimmtes System: b +5 =71,
a+ bcos% +5 =28,
1
-3 v . 0
d.h. 0 1 =1 2
b
x N —

2) Die Normalgleichung AT Az = AT ¢ transformiert sich mittels Q R-Zerlegung von A folgender-

maflen:

ATAz =AT¢ = RTQTQR:=R'Q"¢ = Rx=0Q"c
N——

=1

Losung des Systems Rz = Q¢

V10 - 1 [36 0 V6 ' (2) 1 —-3v6
0 =) VO 1 vEo3 VB0 2vB0+9
3
R QT N——

und es folgt
2/
b= 0+ 9 =2.7273, a=-04714.

==



VIII. Zur Diskussion am 06.06.00 (I4P)

Aufgabe 1: Euler-Cauchy-Verfahren

y'+y —ay’ =0,

y(0)=1, y'(0)=2.

Naherungswerte fiir y(3).y'(3) (mit Schrittweite i =

zur nichtlinearen DGL

).

N |—

1) Transformation auf ein System 1. Ordnung:

!
Das dquivalente System ist z/(x) = ( v(a) ) = ( () ) =: f(x, z(x)).
y — 2 (x)
a.) Implizites Euler-Cauchy-Verfahren:

I
SN
N =
~—

+
(NN
SN
|
IS
[P
=
_|_ NN/—\
o= =
S
IS,
= —
=
N
[N~}
~—

Es folgt

(1) _ 1 (1) (1) _ 1 (1)
210 = 14352 217 = 14352
{ roT { -

Zél) = 2 %Zgl) + i(zg)

Fir € := Zg) haben wir eine quadratische Gleichung:

5 1
= -4 — &= — + = &z = oder <2 ==
S+ ¢ 2_126420=0 M =2 oder M =10
und 41 A 50
zél) = 3 + gz?) & Zél) =2 oder Zél) = 3 + 3 =18

Aus zwei Moglichkeiten

2 10
L) Cig
2 18

wihlen wir diejenige, die 2(%) = (;) am néachsten liegt, also

2
20— .
2

1



b.)* Verbessertes Euler-Cauchy-Verfahren:

Ky
ks

L(n+1)

Wir starten bein =0, 2o =0, h = 1

kl - f(O,Z(O)),
k2 = f(iv Z(O) +
A0 = 2O 4 Ly
Also
2
kl — f(072(0)) — (
—2 4
1 2
a 2 1\ o
3
2
0 ©) 4 15, 1
2= 2 A gk = 5 +

2

Flan, 2),
flan + 2h, 20 + Thiy),

und setzen z!

0) _

z(0) =

gl ==



Aufgabe 2: Losung des Differenzen-AWP's:
Uptrg — DUpyo + Sy — 4u, =0,

UOZQ, U1:4, U2:9.

1) Das zugehorige charakteristische Polynom lautet
p(2) = 2% 52482 —4= (Z—l)(22—42—|-4) = (2—1)(2—2)2.
Dieses hat

eine einfache Nullstelle bei z; =1 und

eine doppelte Nullstelle bei  z, = 2.
2) Daraus folgt (s. Satz 2.5 der Vorlesung), daf}
u’ = {UV}2,, ot ={2}n,, WP ={271,
ein Fundamentalsystem bilden.
3) Die allgemeine Losung hat also die Form
u; = ¢y + ey 2 —|—c3j2j_1.

4) Jetzt bestimmen wir die Konstanten entsprechend der Anfangswerte:

Ug = C1 + Co = 2,
w = +20+cz =4,
U2 = C1 + 402 + 403 =09.

Wir haben
1 1 012 11 02 11
L2 114 |—= (2)-(1) 01 12 |— 0 1
1 4 419 (3) — (1) 0 3 417 (3) —3-(2) 0 0
und es gilt

01202203:1

5) Also ist die Losung des Differenzen-AWP’s gegeben durch

u, = 142" +n2n 1,

—_ = O

— N DN
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WESTFALISCHE ] ] ] ]
Tﬁﬁiﬁﬁg Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 27. April 1. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker) bis 11. Mai, 15%

Aufgabe 1: DGL mit getrennten Variablen |y = f(2)g(y)

Losung. Die allgemeine Lésung ist gegeben durch Satz. Sei f(x) und g(y) stetig auf (a,b) bzw. (c,d),

2) = G- (F(z) + O), und g(y) # 0. Dann ist fiir jedes xg € (a,b) und
mit ) ) ) yo € (¢, d) das AWP

Fle)= [ f(x)dz, G(y)=[1/g9(y)dy /
= T , rn) =
G~ = die inverse Funktion von G. v =7@ely), vleo) =

Fiir die Lésung des AWP’s bestimmt man lokal eindeutig losbar.

C'=G(yo) — Flxo) Bemerkung. Ist f(z,y) =0 firy=C,
aus y(xg) = yo. dann ist y = C eine Losung zu y' = f(x,y).

a.) Existenzintervall.

Losen Sie das AWP

y/ — _Qny
mit den folgenden Anfangsbedingungen:
1 1 1
Dy =0 2)y2) =5 3y =-% 9y ==
3 5 5
Geben Sie jeweils die (Existenz-) Intervalle an, auf denen die Losung definiert ist.

b) Eindeutigkeit und maximale Lésung.

1) Finden Sie alle Losungen des AWP’s

y=y? omit  A) y()=0;  B) y(1)=1
2) Bestimmen Sie im zweiten Fall das maximale Intervall, auf dem die Lésung eindeutig ist.

3) Was ist der Grund, A) daB im ersten Fall keine eindeutige lokale Ldsung existiert, und
B) daf im zweiten Fall es keine eindeutige globale Losung gibt,
obwohl die lokale Lésung eindeutig ist.



Aulgabe 43 heduktion aur eine VUl mit getrennten variaplen

a.) Homogene DGL |y’ = f (g) — Ldsung: Substitution z = y/z ~ 2/ =1

T

(f(2) = 2).

Losen Sie die folgende DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

A 1y —
y_2x+2y y(2)

no|

b.) DGL der Form |y’ = f(ax + by) — ‘Lésung: Substitution z = ax + by ~ ' =a+bf(z). ‘

Losen Sie die folgende DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

y'=(x—y)?* y(0)=0.

c.) DGL der Form |y = f (m)

prtqy+r

Lésung: 1) det (ab) =0 ~ 3 =g(ax+by) (DGL von b.)

2) det (;2) #0 ~  es ex. eine Lisung (x4, y.) von {M‘i'by"'czo

pr+qy+g=0
v Ansatz X = —ay, Y(X) = y(2) — ys

~ Y'=f (;igiig) (homogene DGL)

Losen Sie die folgende DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

Aufgabe 3: Lineare DGL |y = a(2)y + b(2)

Losung des AWP's

1. Lésung der linearen homogenen DGL y' = a(x)y ~ o y(x) = CP(x);

2. Variation der Konstanten [Substitution C' = C'(x)] ~ C'(z)P(x) =b(x) ~ Cx)=Q(x)+ ¢
3. Allgemeine Lésung ~ o y(x) = [Qx) + ] P);

4. Bestimmung der Konstanten aus y(xo) = yo ~ ¢ =cp.

Losen Sie die folgenden DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

A) ¢y = —ytanz +cosz, y(0)=0 B) y=-y+z, y0)=-1

Aufgabe 4:  Bernoulli-DGL |y/(2) = a(z)y+ b(2)y®, a#1

Ldsung: Substitution z = y'=* ~ 2 = (1 —a)a(z)z+ (1 — a)b(z) (lineare DGL)

Bemerkungen: 1) Fiir o > 0 ist y = 0 immer eine Lisung.
2) Die Exiztenzintervalle von y und z kénnen sich vershieden.

Losen Sie die folgenden DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

no|w

Y X
N Y =grtgn w0 yE =5 B Y= Ty ) =1 2 >0

[6]+[6]
5 =[50]

Abgabe bis Donnerstag, 11. Mai, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)
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Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 11. Mai

2. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker)

bis 25. Mai, 152

Aufgabe 1:

Berechnen der Hauptvektoren

Definition. Seien A € R™"*" eine reelle Matriz und
I € R™" die Einheitsmatriz. Ein Vektor v € C*,
v # 0, heifit Hauptvektor p-ter Stufe zum Eigenwert
A €C, wenn

(A= APy =0, (A= APty £0.

Duie Eigenvektoren zu A sind Hauptvektoren 1. Stufe.

aber

Basis von Hauptvektoren. Da jede Matriz A auf
Jordan-Normalform

J=TAT!

transformiert werden kann und die Einheitsvektoren
des R" gleichzeitig Hauptvektoren von J sind, stellen
die entsprechenden Hauptvektoren von A eine Basts

des C" dar.

Berechnen Sie Hauptvektoren fiir die Matrix

A=

— N

Aufgabe 2: Lineares DGL-System y' = Ay.

Berechnen der Hauptvektoren.

1) Bestimmung der Figenwerte von A;
2) Bestimmung der Eigenvektoren;
3) Wenn ein A eine Vielfachkeit v > 1 hat, aber

dim[Ker (A = A)] < r
ist, gewinnt man die Hauptvektoren 2. Stufe
zu A durch Lésen von Gleichungen der Form
(A=Av=w
wobel w ein Hauptvektor 1. Stufe ist (also ein
Eigenvektor) usw.

o
o

Berechnen eines Fundamentalsystems und einer Wronski-Matrix

Satz. Die n linear unabhdngigen Lésungen yi, von
Y (t) = Ay(t).
(d.h. ein Fundamentalsystem ) haben die Form

A

Y (t) = ey,

wobet vy eine Basis des C* durchlduft.

Definition Die zugehorige Matrix

W) = (y(t), ., yn(t))

heiffit Wronski-Matrix.

Hilfssatz. Wenn man die Hauptvektoren von A als
Basis wdhlt, kann y;, wie folgt berechnet werden:
—1 47 -
Y () = ety = M Z?:o 3—,(14 — M)y
wobet vy ein Hauptvektor p-ter Stufe ist.

Beispiel. Ist w ein Eigenvektor zu A, dann ist
y(t) = eMw

eine Lésung.

Beispiel. Ist v der entsprechende Hauptvektor der
Stufe 2, der wie oben durch Lésen (A — A)v = w
berechnet war, dann st

y(t) = M v+t (A=A v] = eM v+ tw]

eine andere Lésung.

Berechnen Sie ein Fundamentalsystem und eine Wronski-Matrix zum linearen DGL-System



Aulgabe o riomogenes lineares Dual->dystem y — Ay, y(to) = Yo

Die allgemeine Lésung des DGL-Systems y' = Ay ist| | Um eine Lésung ya(t) = W(t)c des AWP’s

gegeben durch vy =Ay, ylto) =y

y(t) = W(the := 3251 cryn(t) zu finden, bestimmt man ¢ durch Lésen des linearen
wobel W (t) ein Wronski-Matriz ist. Gleichungssystems W (tg)e = yo.
Lésen Sie das AWP
-1
y = Ay, y(0)= 0.
-1

Aufgabe 4: Inhomogenes lineares DGL-System y'(t) = Ay(t) + F(t), y(to) =0
Variation der Konstanten

FEine spezielle Lésung ys(t) des DGL-Systems
y'(t) = Ay(t) + F(), mit y,(to) =0,
bekommt man mit der Substitution ¢ = c(t) in die allgememe Losung, d.h. ys(t) = W(t)e(t). Dann gilt:
W) t) =Ft) = ys(t)=W()e(t ft ) F(x) de
~————

' (z)
Man geht die folgende Schritte durch: 1) Berechnen von ¢ (x) als Losung W (z)d' (z) = F(z);
2) Integrieren: c(t) = fttu c(x)dx
3) Berechnen von ys(t) = W(t)c(t)

Losen Sie das AWP
0

y' = Ay + | 4e' |, y(0) = 0.
0

Aufgabe 5: Lineares DGL-System /() = Ay(t) + F(t), y(to) = yo

Die Losung ist gegeben durch y = ya + ys, wobei y4  die Losung von y = Ay, y(to) = yo st
ys  die Losung von y' = Ay+F, y(to) =0 st
Lésen Sie das AWP
0 -1
RPN ) B
0 -1

Aufgabe 6: Zusammenfassung

Lésung des linearen DGL-Systems ¢/(t) = Ay(t) + F(¢), y(to) = yo
1) Bestimmung der Hauptvektoren
2)  Berechnen des Fundamentalsystems und einer Wronski-Matriz W (t)
3)  Allgemeine Lisung y(t) = W(t)c.
Bestimmung von ¢q als Losung des Systems W (tg) co = yo  (fallt aus, wenn yo = 0 ist).
4)  Spezielle Lésung des Systems (Variation der Konstanten) (fé'llt aus, wenn F( ) =0 ist).

vo=Ays + F, ys(to) =0 = ys(t) = W(E) ft (z) du.
¢ (x)

5)  Endliches Berechnen von y(t) = ys(t) + ya(t) = W(t) [c(t) + ¢o]

Losen Sie das AWP
;o (3 =2 _ t (0

Fortsetzung auf der Seite 3
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Aufgabe 7: Lineare DGL n-ter Ordnung L(y) := y" + a,_ 19"~V + ...+ a1y + aoy = 0

Um ein Fundamentalsystem S zur Diff. Gleichung
Ly) =y + a1y D+ .+ ary +apy =0

zu bestimmen, [3st man die charakteristische Gleichung

pr(A) =N 4+ an_ 1 A"+ 4+ agA 4 ag = 0.

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Diff. Gleichungen

a) y/// _ y// _ 6y’ =0, b)

1) Sei A; paarweise verschieden. Dann ist
S = {eMt ... ert}
2) Sei A =...= X R mit p<n. Dann ist
S = {eMt teMt | pmleMtl U ettt | eAnt)
3) Sei Ay = a+ib, Ao = a—ib. Dann ist
S = {e cosbt, e sinbt} U {erst ... eret}
y///_gy//_l_gy/_y:o7 C) y"—2y'—|—2y:0. @

Aufgabe 8: Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung L(y) = f(¢)

Eine inhomogene Diff. Gleichung
Yy a1y 4 ay + aoy = f(1)
l6st man mittels des dquivalenten Systems

Y1) = AY () + F(1)

y(t) 0
y'(t)
Y(t) = : , F(t)= ;
yn=H () f(t)

Wenn S = {yx}7_, ein in §7 bestimmtes Fundamen-
talsystem zu L(y) = 0 ist, dann hat eine Wronski-
Matrixz des dquivalenten Systems die Form

yl(t) yn(t)
[ wo (0
T N I

Weiter lduft der Algorithmus wie fiir ein System
(5.53-5)

Losen Sie das AWP

y//_Qy/_I_y:__

y(1) = y'(1) = 0. [6]

Aufgabe 9: Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung der Form L(y) = er(t)

Eine inhomogene Diff. Gleichung der Form
Y +an_ 1y L ary +agy = eMr(t),

wobei r(t) ein Polynom ist, hat eine spezielle Losung
der Form

Ys (t) = eAtq(t)a

wobet q(t) auch ein Polynom ist.

Losen Sie das AWP

y"’—y"—y’—l—yzﬁlet,

1) Wenn pr(A) # 0 ist, wobei pr, das charasterische
Polynom st, dann gilt
degq = degr

2) Wenn A = A\; die k-fache Nullstelle von pr ist,
dann qilt

degq = degr + k.
Die Koeffizienten von q(t) = Zj b;jt! kann man aus
der Identitdt

L(e*q(t)) = err(?)

bestimmen.

Abgabe bis Donnerstag, 25. Mai, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)
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TECHNISCHE Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 25. Mai 3. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker) bis 8. Juni, 15%

Fiir eine numerische Losung einer DGL héher Ord-| | Bei der Anwendung eines (halb-) impliziten Verfah-
nung wendet man ein Runge-Kutta Verfahren (fir die| |rens (wie z.B. der Trapezregel, oder riickwdrts-Euler-
Lésung der DGL erster Ordnung) zum 3quivalenten Cauchy) muff man ein (lineares) Gleichungssystem
System an. l6sen.

Aufgabe 1: Runge-Kutta-Verfahren
Sei y die Losung der Differentialgleichung

y' —ay +y =3, y(0) =3, ¢'(0)=2.
Berechnen Sie mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren
kv = f(ak, yr), ks = f(zr + $h, yr + $hks),
k2:f($k+%h7 yk"’%hkl)v k4:f($k+h7 yk+hk3)7
Yht! = Yi + %h(lﬁ + 2kg + 2ks + ka)
und der Schrittweite h = 1 eine Approximation von y(1),y/(1). @

Aufgabe 2: Trapezregel
Sei y die Losung der Differentialgleichung

y"(z) = 2y (2) + xy/ (x) — dy(z) + 4, y(0) =1, ¢(0)=0, ¢"(0)=2.
Berechnen Sie mit der Trapezregel
1
Yot = Y+ ShL (@n, yr) + f(@htr, yer)]
und der Schrittweite h = 1 eine Approximation von y(1),y'(1),y"(1). @

Aufgabe 3: Euler-Cauchy-Verfahren
Sei y die Losung der Differentialgleichung

y'(x) =2y(e) —ay'(e),  y(2)=5, ¢'(2) =4
Berechnen Sie mit dem
a.) Euler-Cauchy-Verfahren: yp11 = yr + hf(2k, yi)
b.) riickwértigen Euler-Cauchy-Verfahren: yri1 = yr + A f (@41, Yrt1)
c.) verbesserten Euler-Cauchy-Verfahren: ki = f(a, yi),
ky = f(xp+ Lh,yp + Lhky)
Yre+1 = Y + hka

und der Schrittweite h = 1 jeweils eine Approximation von y(3),y'(3). @



Aulgabe 4: illierenzengleicnung n-ter vrdnung L'kv:O pUitf = U

Um ein Fundamentalsystem zur Differenzengleichung| | Buldet w°,... u™~' ein Fundamentalsystem, dann ist
S sarujpe =0, j=0,1 eine allgemeine Lésung der homogenen Differenzen-
k=0 J - Y S R R

4 4 gleichung gegeben durch
zu bestimmen, berechnel man die Nullstellen {\;} des nel
charakteristischen Polynoms u=3 s G’

p(2) = Y=g anz®.

Um jetzt das Anfangswertproblem

Seien {\;}i_,, paarweise verschieden mit der Viel-

S ; =0 j=0,1
fachheit n; (so daf Y i_, n; = n). Dann ist k=0 WUtk = U J=V A
N ) uj = vj, j=0,...,n—1
{(‘g)/\‘z 5205 l=0,...,mn;—1; i=1,...,s,
) ) zu ldsen, bestimmt man die Koeffizienten ¢; aus den
emn Fundamentalsystem, wobei .
' ' Anfangsbedingungen.
(1) =0 fiirj <l sowie 0?=" =0 fir j <l
zu setzen ist.
a.) Bestimmen Sie die Losung zu
Ujqo — D41 + 6u; =0, ug = w1 = 1;

b.) Bestimmen Sie die Lésung zu
Ujpa — Ui+ 30ujpg — ddujyy +24u; =0,  ug=0, u=-1, up=-2, ug=1.

Hinweis. z = 2 und z = 3 sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Y. =[36]

Abgabe bis Donnerstag, 8. Juni, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



'WESTFALISCHE ] ] ] ]
Tﬁﬁiﬁﬁg Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 8. Juni 4. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker) bis 23. Juni, 8%

Aufgabe 1: Gedampftes und ungedampftes Newton-Verfahren

Fiir eine Ndherungsberechnung von Nullstellen emner| |Bemerkung. Das Newton- Verfahren bendtigt einen
reellen Funktion f benutzt man guten Startwert xy, da es nur lokal konvergent ist.
1) das (unged@mpfte) Newton-Verfahren:

Cppr = zk — f(ar)/ [ (2r)

Bemerkung. Die Newton’sche Iterationsfolge ist ei-
ne Banach’sche Iterationsfolge:

2) das geddmpfte Newton-Verfahren: ()
Tp4l = ¢(xn)a (f)(l‘) =T = )
dy = —flee)/f (@), f(z)
ro= min{i €Ny« |f(er + %dkﬂ < |f(l‘k)|} | | d.h. eine Nullstelle von f ist ein Fizpunkt von ¢.
Thpl = Tp+ 5=dy

Fiihren Sie jeweils fiinf Iterationsschritte zur Approximation einer Nullstelle der Funktion

2

1
221
_ 2
aus und vergleichen Sie das Ergebnis mit der exakten Losung:

a.) mit den Startwerten zg = 2 bzw. 2o = 2.1 und dem (ungeddmpften) Newton-Verfahren

b.) sowie mit dem Startwert 29 = 3 und dem geddmpften Newton-Verfahren.

Aufgabe 2: Newton-Verfahren fiir ein Gleichungssystem

Fiir eine Ndiherungslosung des Gleichungssystems Eine dquivalente Formulierung st
{ fi(z,y) =0 A\ ™

berechnet man die Nullstellen von

g (2) - (2833) (z) o)) (z) ™ ( iz) o

nach dem Newton-Verfahren:

(n+1) (n) —1
* I I iy all (n) (n)
B =) - (Flen®) Pl

Fiihren Sie zwei Schritte des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (0, —1) aus, um eine Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems

Dadurch wird die Invertierung von F'[(x, y)"] vermie-
den und pro Schritt nur ein Gleichungssystem geldst.

8 4 1, 1
gty T =
1

9.2 2 _ 1
zt+y 5

7Zu approximieren.



Aulgabe o Graub-Llimination und L i-Zeriegung

Ist die LR-Zerlequng von A bekannt, dann ldst man
das Gleichungssystem Az = b als

Ax =L Rz =,
~=

also in zwer Schritten

Ly=0b, Rx=wy.
Gegeben seien
2 5 1
A= 4 17 3 ,
4 31 54+«

Wenn die LR-Zerlequng durchfihrbar ist, gilt
det A =det R = Hr”

In diesem Fall haben wir

1) 75 # 0 fur alle ¢

2) ry = 0 flir ein ¢

& Ax = b ist eindeutig |&sbar V.
& Ax = b hat entweder keine
oder unendlich viele Losungen.

b=

1 2
3 , ¢c=1 6
5+ 5

1) Fiir welche Werte «, # hat das Gleichungssystem Az = b

a) genau eine Ldsung,

b) mehr als eine Lésung,

¢) keine Losung?

Fiihren Sie die L R-Zerlegung durch und geben Sie gegebenenfalls alle Lésungen an.

2) Losen Sie das Gleichungssystem Az = ¢ mit a = 1.

Aufgabe 4: Cholesky—Zerlegung

Um zu bestimmen, ob eine symmetrische Matriz A =
AT positiv definit ist, d.h.

(Aw,z) =27 Axe >0 Yo #0,

fiihrt man die LDLT - Zerlequng von A durch und ana-
lysiert die Elemente d; der diagonalen Matriz D.
1) A ist pos. (semi-) def. < d; > 0 (d; > 0) Vi
2) A st neg. (semi-) def. < d; <0 (d; <0) Vi

Ist die LDLT -Zerlequng von A bekannt, dann st
man das Gleichungssystem Az = b als
y

—N—
Az =LDL "z =0,
——~

2

also in drei Schritten

_ _ T, _
3) A ist indefinit e did; < 0 fir einige i, j Ly=b Dz=y, Liw=z
Gegeben seien
2 4 —2 6 -8
Ao 4 a+9 a?+a—4 —a+11 and b= -8
Tl -2 @?*+a—-4 a®+a*+4 —(a*+a+ 10) N 20
6 —a+11 —(a*+a+10) a+ 31 —44

a.) Fiir welche Parameter a ist A positiv definit?

b.) Losen Sie das Gleichungssystem Az = b fiir a = 1.

Abgabe bis Freitag, 23. Juni, 8.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)
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WESTFALISCHE ] ] ] ]
Tﬁﬁiﬁﬁg Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 23. Juni 5. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker) bis 7. Juli, 8%

Termin Horsaal

Scheinklausur fiir Physiker/innen: Di. 18.07.2000, 14:00-16:00 1

Einen I.jbungsschein erhalt, wer

Physik: ) Informatik:
e mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben e mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben
fir Physiker/innen erreicht und fir Informatiker/innen erreicht.

o die Scheinklausur besteht.

Dieser Schein ist ab August im Geschiftszimmer des Instituts — Raum 135, HG, 1. Stock — erhiltlich.

Aufgabe 1: Polynominterpolation
Gegeben sind die Daten

x| 0] 1

Y | v|-1] 0] 1] 23
fil-3]-3]-1]9"

|
s 1310 Y I[ 3319

b)

a.) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom p(z) dritten Grades zu f nach Lagrange und nach
Newton.

b.) Berechnen Sie das Interpolationspolynom ¢(z) dritten Grades zu g in der Newton-Form, wobei Sie
den Teil der schon berechneten Tabelle aus a) wiederverwenden.

c.) Berechnen Sie das Interpolationspolynom r(z) vierten Grades zu h in der Newton-Form, wobei Sie
die schon berechnete Tabelle aus b) wiederverwenden.

Aufgabe 2: Interpolationsfehler
Gegeben ist die Funktion

flz)= /Oggln(Q — sin(t)) dt.

Der Wert f(0.85) soll bis auf einen Fehler von % durch Polynominterpolation benachbarter Stiitzstellen
berechnet werden. Zeigen Sie:

a.) die Genauigkeit der linearen Interpolation in den Punkten 0.8, 0.9 geniigt nicht (Hinweis: cos1 > 1);
b.) die Genauigkeit der quadratischen Interpolation in den Punkten 0.8,0.9,1.0 reicht schon aus.



Aulgabe o: lvlethode der Kleinsten renlerquadrate (Normalglelcnungen)

Gegeben seien die Mefiwerte
ti |-3] 0 |1
F) | s +v2T

fiir eine GroBe f(t), die nach der Theorie einem Bildungsgesetz der Form

flt) = at +bcos Gt +5

geniigt. Bestimmen Sie die Parameter a, b optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate durch Lésung

der Normalgleichungen.

Aufgabe 4: Methode der kleinsten Fehlerquadrate (()R-Zerlegung))

Gegeben seien die Mefiwerte
ti |-1]0] 1
ft) ] 11| -1

fiir eine GroBe f(t), die nach der Theorie einem Bildungsgesetz der Form

ft) =at+b(1+t—1?)

geniigt. Bestimmen Sie die Parameter a, b optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate mit Hilfe der

folgenden () R-Zerlegung;:

1

_1 — 0
v V2 Vel
0 1 = 0 1 . 0 1
11 L0

V2

[6]

Aufgabe 5: Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Ausgehend vom Startvektor 2 = (1,1, 1) fiihren Sie jeweils zwei Schritte des Gesamt- und des Einzel-
schrittverfahrens durch, um eine N&herungsldsung des Gleichungssystems

4 21 T 5
2 5 2 o | =1 4
1 2 6 T3 7

zu finden.

Abgabe bis Freitag, 7. Juli, 8:00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)
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WESTFALISCHE ] ] ] ]
Tﬁﬁiﬁﬁg Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 20. April 1. Zusatziibungsblatt (fiir Physiker) bis 4. Mai, 15%

Aufgabe 1: Normen
a) Zeigen Sie, daf} die folgende Abbildung die drei Axiome einer Norm erfiillt.

|-l sR* 5 R, 2 [l i= max fol.
1<e<n

b) Beweisen Sie fiir # € R” die Ungleichungen

[[]lo0 < [l2]l2 < vV [|2]|o

und finden Sie Vektoren z* und z** fiir welche die Gleichheit in der linken

bzw. rechten Ungleichung gilt.

c) Welche der folgenden Abbildungen R? — R (d.h. @ = (21, 22)) definieren Normen?
Zeigen Sie fiir die iibrigen, daf eines der Norm-Axiome nicht erfiillt ist.

(c1) = min (J21], |z2])

() @ (Vi + Vi)

(e3) @ ||Az|lw, A €R*Z (A ist also eine Matrix)

21:

Aufagbe 2:  Stetigkeit, Richtungsableitung und Differenzierbarkeit

Gegeben sei die Funktion f:R? — R mit
zy?
f($7y): $2‘|‘y47
0, fir (z,y)=0
Untersuchen Sie die folgenden Fragen:

a.) Fiir welche (z,y) € R*ist f stetig?

b.) Sei v € R? ein beliebiger Richtungsvektor.
Fiir welche (z,y) € R? bzw. v existiert die Richtungsableitung 9, f7

c.) Fiir welche (z,y) € R?ist f differenzierbar?

d.) Sind die partiellen Ableitungen d,f und d,f in (0,0) stetig? (Hinweis: keine Rechnung,
nur Vergleich von Satz 9.15 der Vorlesung mit der (richtigen) Antwort auf die Frage (c).)

¥
Il

[e]

(=] [e]

—
S



Aulgabe o Grradlenten

Sei f:R™ — R eine bzgl. des Ursprungs kugelsymmetrische Funktion, d.h., f [48t sich in der Form

flz)=g¢g(r) mit r:=|z|| und ¢:[0,00) =R
darstellen. Ferner sei ¢ differenzierbar.

a) Driicken sie den Gradienten von f und die Richtungsableitung von f in Punkt z
in Richtung ||$7|| durch ¢’ aus.

b) Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen fiir ¢ an
(ergdnzend zur Differenzierbarkeit), damit f in z = 0 differenzierbar ist.

c) Uberpriifen Sie, ob die Funktion

1
9(r) = r? sin o fiir r #0;
0, fiir r=20

diese Bedingungen erfiillt.

d) Zeigen Sie (mit einem Gegenbeispiel), daf fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion f
in einem Punkt xg die Stetigkeit der partiellen Ableitung in diesem Punkt 2o nicht not-

wendig ist (vgl. Satz 9.15 der Vorlesung).

Aufgabe 4:  Transformation auf Polarkoordinaten
Sei f:R?— R eine stetig differenzierbare Funktion und

E RS’ x [0,27) = R, g(r,¢) = f(rcos(¢),rsin(¢))

ihre Darstellung in Polarkoordinaten. Transformieren Sie den Gradienten von f auf Polarkoordinaten,

d.h., driicken Sie ihn durch die partiellen Ableitungen von ¢ und in den Variablen r und ¢ aus.

Aufgabe 5: Kettenregel

Verwenden Sie die Kettenregel, um die totale Ableitung (die Jacobi Matrix) der Funktion

Y e (5)+(2)
f( y ) tan (g) —sin (g)

zu berechnen.

Abgabe bis Donnerstag, 4. Mai, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)
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Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 4. Mai

2. Zusatziibungsblatt (fiir Physiker)

bis 18. Mai, 152

Banach’scher Fixpunktsatz. Gegeben seien eine
Menge D C R™, eine Funktion f : D — R”, eine
Norm || - || auf R", und es sei

1) D abgeschlossen;
2) f kontrahierend, d.h.es ex.ein L € (0,1), so daf

17 (z) = fW)ll < Llle — ol Yo,y € D;
3) f selbstabbildend, d.h. f(D) C D.
Dann gqilt:

a) [ besitzt auf D genau einen Fizpunkt z* = f(x*);
b) fir jedes xy € D konvergiert die durch die

Fixpunktiteration 2,41 = f(2y,)
definierte Folge {x,}& gegen a*;
¢) fir jedes n € N gelten die Abschdtzungen

Hilfssatz. Sei f: D — R"™ differenzierbar und || - ||
eine beliebige (Vektor-) Norm auf R". Dann gilt:

sup ||[f(z)]| < L <1 = f ist kontrahierend.
zeD

Hier ist ||f'(z)|| die der Vektor-Norm zugeordnete
Matriz-Norm der Jacobi-Matriz f'(x) (s.u.)

Trick. Ein Fizpunkt von f ist gleichzeitig ein Fix-
punkt der inversen Funktion f~=1, d.h.
=f) = [T =)=

Wenn f auf D 2.B. keine Selbstabbildung ist, kann
man die Voraussetzungen des Banach’schen Fiz-
punktsatzes fiir die inverse Funktion fiberprifen.

L . .
lzn — 2"|| < 7= |l#n — 2nal| (a-posteriori) Bemerkung. Die Menge D C R"™ kann mittels ei-
< % lz1 — xol|- (a-priori) ner Norm angegeben werden, z.B.
D={zeR" ||z|l < 1}.

Diese Norm und die Norm, die man im Banachschen
Fizpunktsatz benutzt, haben miteinander nichts zu
tun.

Aufgabe 1:  Matrix-Normen

Definition. Fs sei || - ||« eine Vektornorm auf R™.| | Beispiel. Schon bekannte Normen auf R" sind

Dann ist fiir eine Matriv A € R™*" die (dieser Vek-
tornorm) zugeordnete Matriznorm definiert durch

sup || Az|l.

A
1AL o= sup Ielle
e el =1

o [l

Es gilt (nach Definition): ||Az|l« < ||All« - ||2]|«-

Beweisen Sie die folgenden Gleichheiten

lzllc = max [,
1<i<n
n
lzlls = |24l
i=1
n 1/2
lell: = (32a9)""

i=1

1) JAlle = i Zeil :
) 1Al 1121%)%2 |a;;] (Zeilensummennorm)
]:
2) Al = max ; ;] (Spaltensummennorm);
3) |All. = max{VA: AeR, ATAz =Xz}  (Spektral- oder Hilbertnorm).
Geben Sie jeweils einen Vektor z an, fiir den gilt: ||Az|l. = [|A]|« - [|2]|«

3]+[3]+[3]=[9]



Auigabpe 2 SkKalares r'iIXxpunkiproblem
. . . _ 1
Gegeben sei die Funktion f(z) = 56\/5.

a.) Zeigen Sie, dafi f im Intervall [2,3] und im Intervall [6, 7] jeweils genau einen Fixpunkt besitzt.
b.) Welche lterationsvorschrift ist zur Berechnung des zweiten Fixpunktes geeignet?

c.) Wieviele Schritte ausgehend vom Startwert 29 = 0 sind laut a-priori-Abschitzung hdchstens notig,
um den ersten Fixpunkt mit einer Genauigkeit von € = 1072 zu approximieren?
Wieviele Schritte geniigen tatsdchlich 7
(Berechnen Sie mehrere Iterierte (z.B. mit dem Taschenrechner) und wenden Sie die a-
posteriori-Abschidtzung an).

[5]+[1]+[4]=[10]

Augfabe 3:  Nichtlineares Gleichungssystem

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem

8 = y2—|—,22—|—27
8y = Z+22+2,  auf D={(a,y,2): o+ [yl +]z] < 1}
8z = a4 y?+2

1. Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dafi dieses Gleichungssystem auf I genau eine
Losung besitzt. Verwenden Sie fiir den Kontraktivitdtsbeweis die /,-Norm.

2. Fiihren Sie einen Schritt der entsprechenden Fixpunktiteration mit dem Startwert (0, O)T aus und
geben Sie an, wieviele Schritte hchstens notwendig sind, um die Lésung mit der Genauigkeit
€ = 1072, gemessen in der [, -Norm, zu approximieren.

3. Andererseits gilt (aufgrund der Symmetrie):
Ist (2™, y*, z*) eine Losung, dann sind (y*, 2%, 2*) bzw. (z*, 2%, y*) weitere Losungen.

Uberlegen Sie, wie sich dieser “Widerspruch” mit der oben bewiesenen Eindeutigkeit vereinbaren
148t, und verwenden Sie ihn, um die Lésung dieses Systems explizit anzugeben

[5]+[2]+[2]=1[9]

> =[28]

Abgabe bis Donnerstag, 18. Mai, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



2. Zusatziibungsblatt (Musterlésung)

Aufgabe 1

Um fiir eine Funktion f: D — R die Gleichheit

¢ =sup f(x)

zeD

zu beweisen, reicht es zu zeigen

a) f(r)<e, VeeD
b) esexeinz’ e D, sodaB f(z%) > ¢

. Azl . .
In unserem Fall ist f(z) = “”—xx””— und es reicht zu zeigen

O MAel. < (A Jell., Ve e B
b) esex einz’ € R", so daB ||Az?||. > c.(A4)]|2"]]

la) Fiir {..-Norm gilt

e e e e
(Az)il = [ agai] < ag] - |a;] < max || - Z Jais| = lzlloe - >l
7=1 7=1 =1 7=1

woraus
el = o [(Ae)] < | Hoo;gngam = (Al
d.h.
[Az]leo < coo(A)]|2]lo0,  €oo(A) := max Z |aij.
1<i<n
1b) Sei
= o 3l = 3
Fir

(2°); = sign @iy,
bekommt man

n

HAJ;OHOO > (Axo)io = Z aiojSign Aiy; — Z |ai0]| = COO(A)v
7=1

J=1

also

14200 = o (A)[[2%]]oc-



Deshalb

2a) Fiir [;-Norm gilt

woraus

[Az][x

d.h.

2b) Sei

Fuar

[[Azl-

Coo(A) 1= lrgzgiz la;;| = su H i =: [|A]|«

n n
(Az)i] =) agai] < ag] - |
7=1 7=1

Z| Az);| < ZZ|%| ||
=1 j7=1
N |x]|_z(|xj|z|%|)
7=1 =1 =1
n
< 3 <|x]| max Z Iaijl) - (ggj&g > Iaul) >l
= =1 = =1

71=1
= a(A)z],

[Az[ly < er(A)f[ell,  er(A) := max Z |aijl.

1<5<n £

ci(A) = ES%Z |aij| = Z |aijo |-

1}0:(07.--707 1 07"'70)7 onleL

bekommt man (Az"); = a;;, und

also

Deshalb

[A2°) =) Jaii| = en(A)
=1

[A2%]1 = ex(A)]]2°)ls.

[ Az (s
¢ = max Z la;;| = sup R =: ||A|l1

1<5<n £




3) Sei B = B* € R"*" eine symmetrische positiv semi-definite Ma-
trix. Dann sind alle Eigenwerte von B niht-negativ und aus den

entspechenden Eigenvektoren kann man eine orthogonale Basis
von R” bilden.

3a) Sei {v}7_, eine orthogonale Basis, gebildet aus den Eigenvektoren von A*A, d.h.

1, k=1

Y

R™ =span{og}, ATAvy = Aok,  (vg,v1) = =

0, sonst.

Sei & € R” ein beliebiger Vektor mit der Entwicklung

n
T = E CLUE.
k=1

Dann

[z][2 = (Z CZ)”?, ArAx = Z AkCEUE,
k k
und

|Az||; = (Az, Az) = (A* Az, z) = (Z )\kckvk,chvk) = Z)\kcz < )\maXZcz,

k k k k

d.h.

[Az]l2 < v Amas||zl2-

3b) Fiir einen Vektor 2°, der dem maximalen Eigenwert Ay.x von A*A entspricht, bekom-

men wir
[A2°]]3 = (A"A2®, 2°) = Amax(2”,2°) = Amaxll2°]3
d.h.
[A2°]]2 = Amax - [|2°]]2.
Deshalb
R A ) = sup L2 gy,
w0 ||zl2



Aufgabe 2: Skalares Fixpunktproblem fiir f(z) = %eﬁ

Aufgabe 2a. Zeigen Sie, daB f im Intervall [2,3] und im Intervall [6,7] jeweils genau

einen Fixpunkt besitzt.

A) Uberprufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fiir D = [2, 3]

1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
2) f ist selbstabbildend auf [2,3]:

eV® = 2.826;

| y | = f([2:3) C 2.3
f ist monoton wachsend, d.h. f(2) < f(z) < f(3)

f(2) =1 =2.056, f(3)=

2

3) f ist konrahierend auf [2, 3]:

fllx) = 4\/—6\/_ ist positiv und monoton wachsend, da
1 z 1 z g
Af"(x) = — 547 eVT 4 ﬂe\/_ —e\/_ <1 — T) > 0; = ;2[2% |f(2)] < L:=0.82.
f'3) =4

1 V30816 < 1

3

Nach dem Mittelwertsatz gelten dann die folgende Ungleichungen:
1£(@) = F)l = 17 (©lle =yl < max S (©)llz —yl < Lz —yl.
4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat f in [2,3] genau einen Fixpunkt.

B) Uberprufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fiir D = [6, 7]
f ist keine Selbstabbildung auf [6,7], da f(6) = %e\/g = 5.791 < 6. Trick:

flz) = %eﬁ =z & z=In*22)=:g(x), x>0

2) g ist selbstabbildend auf [6, 7], da

g(6) =1n*12 = 6.175, ¢(7) = In* 14 = 6.965

¢ ist monoton wachsend (fiir « > %)

3) g ist konrahierend auf [6, 7]:

g (x) = 21“ 22 ist positiv und monoton fallend, da
q'(x) = 21“21’ +Z=2(1—-In2z)<0, z>% = r&gg | (z)| < L :=0.83.
q'(6) = 2212 = (.828



4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat g bzw. f in [6,7] genau einen Fixpunkt.

Aufgabe 2b. Welche Iterationsvorschrift ist zur Berechnung des zweiten Fixpunktes geeig-
net?

Nach obigem ist
Tpy1 = In*(22,) mit w0 € [6,7]

eine geeignete Iterationsfolge (die gegen des Fixpunktes konvergiert).

Aufgabe 2c. 1) Wieviele Schritte ausgehend vom Startwert o = 2 sind laut a-priori-
Abschatzung hochstens notig, um den ersten Fixpunkt mit einer Genauigkeit
von ¢ = 1072 zu approximieren?

2)  Wieviele Schritte geniigen tatsachlich (berechnen Sie mehrere Iterierte und
wenden Sie die a-posteriori-Abschatzung an)?

1) Die a-priori Abschatzung fiir f(z) = %eﬁ auf [2, 3] lautet

|o* —z,| < %L’L‘l — ol mit xg := 2, 1 = 2.056, L := 0.82
< (Offgn -0.06 mit einer Genauigkeit ¢ = 1072
< 1072
Das gibt
(0.82)" < % 1072 =10.03 = n> Eggg;; = 17.67.

Also geniigen 18 Schritten.

2) Die a-posteriori Abschatzung ist

L
1-L

|o* —a,] < |z, — 2]

Nach dem folgenden MAPLE-Program

x[1] := 2.;

x[2] :=0.5%exp(sqrt(x[1]));

for 1 from 2 to 18
while abs(x[i]-x[i-1]1)%0.82/0.18 > 0.01
do x[i+1]:=0.5%exp(sqrt(x[i]))

od;

x[3] := 2.097920625
x[4] := 2.128192150
x[12] := 2.206106212
x[13] := 2.208137709

geniigen 13 Schritte.



Aufgabe 3: Nichtlineares Gleichungssystem

1) Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F(x,y, z):

x x x Fi(x,y,z) y? 22+ 2,

. 1
y | =]y wobel [ |y [ =1 F(x,y.2) [=5| #+27+2
z z z Fs(x,y,z) 2?4yt 42

Uberpriifung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:
1.1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
1.2) F ist selbstabbildend, da

1 3
el €1 5 2yt <1 s Y1y ) = (@t < 1 [0

d.h. F(D)C D.
1.3) Kontraktivitat von F'. Wegen Mittelwertsatz

L:= sup |[F'(z,y)||<1 = F ist kontrahierend.

(z,y)€D
0y =z
Wir haben Fle,y,z2)=1] = 0 =
x y 0
woraus
, 1 1
sup |[F'(ey.2) e = sup cmax{ly+ ozl s kel b ylh < 5 =L
(z,y,2)€D ||+ [y |+ 2] <1

1.4) Nach dem B. Fixpunktsatz folgt, daB F' auf D genau einen Fixpunkt besitzt.

2) Die a-priori Abschétzung fiir F'(x,y, z) auf D lautet

[ = talle < EZllti —tolle  mit Lo :=(0,0,0), ¢, = (3,1, 4), L:=1
< (od?;gn -0.25 mit einer Genauigkeit ¢ = 107
< 1073,
Das gibt
0.75 In(0.003)
0.25)" < ——-107" = 0.003 >~ =4.19. 1
(025)" = 0735 "= Tn(0.25)

Also geniigen 5 Schritten.



3) Da fiir einen Fixpunkt (z*, y*, z*) auch der Punkt (y*, z*, *) ein Fixpunkt der Funktion
F ist, folgt wegen der oben bewiesenen Findeutigkeit des Fixpunktes von £, daf

(l’*,y*,Z*) — (y*,Z*,l'*) = gt = y* — *
Daraus folgt
S =2224+2 = 274" +1=0 = :I;TQZZ:I:\/g

d.h.

ist die (einzige) Losung des Gleichungssystems auf

D= {(x,y,2): [e]+ |yl +[z] <1}



3. Bemerkungen

3.1. Die Abgeschlossenheit der Menge D ist notwendig fiir die Existenz des Fixpunktes. Z.B.
besitzt die Funktion
flz)==2/2 auf D= (0,1]

keinen Fixpunkt.
3.2. Die Selbstabbildung fiir f ist auch notwendig fiir die Existenz des Fixpunktes (klar).
3.3. Nach dem Brauer’schen Fixpunktsatz besitzt jede Selbstabbildung eines konvexen Kom-

paktums in R™ mindestens einen Fixpunkt.

Also ist die Kontraktivitdt von f nicht notwendig fiir die Existenz des Fixpunktes.

Aber die Kontraktivitat ist notwendig a) fiir die Eindeutigkeit des Fixpunktes;

b) fiir die Konvergenz der Fixpunktiterationsfolge

LTntl = f(xn)
gegen diesen einzigen Fixpunkt.

Zu a): Die Funktion
flo) =a% welo],

ist selbstabbildend aber nicht kontrahierend (f’(1) = 2), und hat zwei Fixpunkte in [0, 1].

Zu b): Die Funktion
f($)21/$, xe[%vﬂv

ist selbstabbildend aber nicht kontrahierend (| f/(1/2)| = 4), und fiir jeden Startwert zg € D hat
man

Tok = Zo, Topt1 = 1/Zo,

also keine Konvergenz zum Fixpunkt 2* = 1, wenn z¢ # 1 ist.



4. Andere Anwendungen des Ban. Fixpunktsatzes

4.1. Der Satz von Picard-Lindel6f. Sei D C R X R” eine offene Menge, und f sei Lipschitz-
stetig auf D. Dann gilt das folgende. Fiir jedes paar (zg,yo) € D existiert ein Intervall I 5 a0,
so dafl das AWP

y/:f(wvy)v 9(900)2907 $€I7

genau eine Ldsung besitzt. Die Fixpunktiteration

yo(2) = Yo, Ynt1(2) = yo+/ ftyn(t)dt, wel,
)
konvergiert glm gegen y.

4.2. Das Newtonsche Verfahren. Die Nullstelle von f, d.h. die Lésung z* von

kann man (unter geeigneter Voraussetzung an f) durch die Fixpunktiteration

f(ar)

Pt = e J'(wk)

approximieren.
4.3. Iterationsverfahren fiir die Lésung algebraischer Gleichungssysteme. Da
Az=f = CAz—f)=0 = az=2—-C(Az— f),
kann man fiir eine Ndherungslésung die Fixpunktiteration
tpp1 =2 —CAzg — f)=U -CA)apy+Cf
benutzen. Findet man fiir die gegebene Matrix A eine Matrix C' so, daf$} fiir eine Matrixnorm
Il —CA|<L<1

gilt, dann ist das Iterationsverfahren konvergent.
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Tﬁﬁiﬁfm Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 18. Mai 3. Zusatziibungsblatt (fiir Physiker) bis 02. Juni, 8%

Aufgabe 1:  Schwingungen und Resonanzkatastrophe

Schwingungen und Resonanzkatastrophe. Wird ein schwingfihiges System der Masse m > 0 einer
zeitabhdngigen dufleren Kraft F(t) ausgesetzt, so gentigt dessen Auslenkung x(t) der linearen Differentialglei-
chung 2-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

mz" (t) + k2'(t) + Dz(t) = F(t), =z(0)=xo, 2'(0)=aj. (%)

Dabei sind  xg bzw. x, die Auslenkung bzw. ihre Anderung zur Zeit t = 0,
k>0 ewmn Maf fiir die Reibung
(die hier als proportional zur Geschwindigkeit angenommen wird) und
D>0 die Riickstellkraft des Systems.

1) Lésen Sie (k) fiir den homogenen Fall, wenn keine duflere Kraft wirkt, also
F(t) =0 fiir alle Zeiten ¢.
(Betrachten Sie alle méglichen Fille fiir eine Beziehung zwischen m, k und D.)
2) Losen Sie (%) fiir die periodische duflere Kraft
F(t) = Focos(wt) mit Fp,w > 0.

Untersuche, unter welchen Voraussetzungen die sog. Resonanzkatastrophe eintritt,

d.h. (t) unbeschriankt ist.

Hinweis. Ansatz fiir eine spezielle Lésung:

x(t) = ey sin(wt) + cgcos(wt) bzw. z(t) = ctsin(wt).



Aulgabe 4 lViauserennen
(Die Punkte die bei dieser Aufgabe erzielt werden, gelten als Bonuspunkte)

In den Ecken des Quadrates [—1,1]? sitzen vier weile M#use. Zur Zeit ¢ = 0 beginnen diese so zu
laufen, dafl jede Maus jederzeit mit konstanter (aber nicht notwendig gleicher) Geschwindigkeit auf
ihre Nachbarmaus zulduft, d.h. genauer: Maus 1  1duft  auf Maus 2,

Maus 2 auf Maus 3,

Maus 3 auf Maus 4,

Maus 4 wieder auf Maus 1 zu

(und alle vier laufen gegen den Uhrzeigersinn).

1) Geben Sie ein Anfangswertproblem an, deren Losung die Bahnkurven der Miuse sind.

2) Ab jetzt nehmen wir an, daf§ alle Mause die gleiche Geschwindigkeit v haben.
a) Berechnen Sie die Bahnkurven der Mduse.
b) Wann treffen sich die Méuse im Mittelpunkt des Quadrates (also im Punkt (0,0))?
c) Welche Weglange hat dann jede von ihnen zuriickgelegt?

Hinweise.

1) Uberlegen Sie zunichst, wie man mit Hilfe der Symmetrie des Problems seine Lésung auf die
Berechnung der Bahnkurve einer Maus zuriickfithren kann.

2) Um die entsprechende DGL zu 18sen, transformieren Sie sie auf Polarkoordinaten.

3) Folgern Sie dann, daf die Bahnkurve genau eine logarithmishe Spirale ist: r = ae*®.

> =[20]

Abgabe bis Freitag, 02. Juni, 8.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)
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