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Kapitel 1

Alphabete, Worter, Sprachen

1.1 Einfuhrung

Zeichenreihe als Grundobjekt der Informatik
* Préazisierung des Algorithmenbegriffs durch Turing-Maschinen
» Kommunikation mit dem Rechner tiber Tastatur
 automatische Datenverarbeitung (Bitfolgen)

Grundbegriffe: Z-Alphabet, nicht-leere endliche Menge.
Beachte: Elemente eines Alphabets kdnnen aus Zeichen zusammengesetzt sein (Symbole in Program-
miersprachen).

> Alphabet

a€X Buchstaben, Zeichen, Charakters, Symbol

>* Menge der Worter lber %, ¥* := {(a1az2...an) |a € Z,n € N}
w e 2* Wort einer Sprache

L Sprache, Menge von Wdrtern

€ leeres Wort (n = 0)

Beispiel: Bitstrings, Dezimalzahl, Programme, Textdatei

1.2 Operationen auf Menge von Worten
* Verkettung/Concatenation

XX o T
(W,v) — w-vi=wyv

Es gilt:

— Verkettung ist assoziativ
— gist neutrales Element beziiglich,, - “:v-e=¢g-v=v

5



6 1.3 Grundbegriffe

Sprachweise: (Z*,_-_ &)  (Monoid, Halbgruppe mit,, 1)

* L&nge eines Wortes
W=ajay...ah € Z*=|w|=n (neN)
le[ =0
W v| = [w| +v]

* Potenzen eines Wortes
wl:=¢ < muld neutrales Element sein
whtL = ww™

* ,, Spiegelbild “ eines Wortes
eR:=¢
(wa)R := a(w)R

1.3 Grundbegriffe

p(Z*) Potenzmenge von Z*, Menge der formalen Sprachen tber X
p(Z7) :={LILCZ"}
0 # {e}
{w1,...,wp},=*
Menge der Java — Programme 3 Sprachen € p(Z*)
Menge der URLs
Menge der HTML — Dateien

1.4 Operationen auf p(Z*)
boolsche Operationen: Ly ULy, LyNLy, L:=Z*\L

Komplexprodukt: Lj-Lj:= {wg-wz|w; € Li}
Beachte: ,Jeder mit jedem”, L-L:= {w-vjw,v € L}  (nicht {w?|w € L})!

Potenzen einer Sprache: L°:= {e} weil {e}L =L
L™ = L™

Stern einer Sprache: (lteration / Repetition)
L* = UneN L"

Spiegelbild einer Sprache: LR := {wR|jw e L}



Kapitel 2

Regulare Ausdricke und endliche
Automaten

2.1 Regulare Ausdriicke

endliche Beschreibung unendlicher Sprachen mit (Technik) Hilfe reguldrer Operationen.

wichtig: Stern-Operator

2.1.1 Definition (Syntax)
Sei 2 ein Alphabet. Die Menge RegE (%) der reguléren Ausdriicken tber X ist induktiv definiert durch:
1. N € RegE(%)
2. a€ RegE(Z) fur jedesae X
3. (aVB) € RegE(Z) (Alternation)
4. (a-B) € RegE(X) (Concatenation)
5.

(a*) € RegE(X) (Repetiton)

2.1.2 \ereinfachte Schreibweise

 Prédzedenzregeln, um Klammern zu sparen:
* bindet starker als -
- bindet stérker als v

* Der - wird auch weggelassen.

Beispiel: aVv b*c statt (aV ((b*)-c)).
Beachte: RegE (%) ist selbst eine formale Sprache.
RegE (Z) C (ZU{A,(,),- V" })*



8 2.2 Deterministische endliche Automaten

2.1.3 Definition (Semantik von RegE(X))

Ein reguldrer Ausdruck a beschreibt eine formale Sprache. Statt L(a) schreiben wir hier [a]
[]1:RegE(2) = p(27)

* [A]:=0

* [a]:={a}

* [{aup)]:=[a]UI[R]
* [{a-B)1 =[][R]

* (@)1= [aF

Sprechweise: fir w € [a], w ist ein Match fiir a, a ein Muster (Pattern).
Beachte: Unterschied zwischen Syntax und Semantik

[a*]:={a"|n e N}
Definition: Die Klasse RegL(Z) der reguldren Sprachen tber X ist induktiv definiert durch
* 0,{a} € RegL(Z) firalleaec X
e L,L' € RegL(Z) = LUL/,LL’,L* € RegL (%)
Also gilt: RegL (%) = [RegE (2)]

(siehe man 7 regex unter Unix)

2.1.4 Standardprobleme fiir RegE (%)
1. Wortproblem (matching problem)

2. Aquivalenzproblem

3. Leerheitsproblem

2.2 Deterministische endliche Automaten

Definition: Seien Q und Z nicht-leere, endliche Mengen, p € Q,F CQund d:Q xZ — Q.

Dann heiflt: 2l =< Q, Z, d,do, F > ein deterministischer endlicher Automat liber % mit

der Zustandsmenge Q,

dem Eingabealphabet %,

der Transitionsfunktion (Ubertragungsfunktion) &

dem Anfangszustand g und

der Endzustandsmenge F
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Bezeichnung: 2 € DFA(Z),2( € DFA(det. finite aut.)
Definition: 2 =< Q, 2, 8,qo, F >€ DFA(X) bestimmt die erweiterte Transitionsfunktion
5:Qx*—>Q
mit ~
5(q,€) ==

o(q,wa) :=90(d(q,w),a) firwe Z*,ae X

und die von 2 erkannte Sprache
L(2A) : {w € 5*[3(qo, W) € F}

Bezeichnung: .Z (%, DFA) Klasse der von deterministischen endlichen Automaten erkennbaren Spra-
chen lber 2.

Ziel: Z(Z,DFA) = Reg.Z(Z) nachweisen.

wesentliches Hilfsmittel: nicht deterministische Automaten.

2.3 Nicht-deterministische endliche Automaten

Definition: Seien Q, X, qo und F wie bei einem 2 € DFA, ferner 2 ;=2 U{e} und 8: Q x Zz ~ p(Q).
Dann heif3t
A=< QazaaaquF >
ein nicht-deterministischer endlicher Automat iber Z.
Bezeichnung: NFA(Z), NFA. Es folgt: DFA(Z) C NFA(Z).

Semantik eines 20 € NFA(X). Erweiterung der Semantik von DFA’s.
Fir T C Q ist die e-Hulle (bez: &(T)), induktiv durch

e T Cg(T)

* qeg(T) ~o(q,e) Ce(T)

Die erweiterte Transitionsfunktion

0:p(Q) x 2" = p(Q)

ist induktiv definiert durch

. 3(T,w):=¢ (qug(w) 5(q,a))

A=<0Q,Z,d,q0,F >€ DFA(Y)

0:Qx2—=Q
0:QxZ*—=Q

6(qa£) ={q
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5(q,wa) :=o (E(q,w),a)

L(2A) :== {w € =*|5(qo,wW) € F}

A=<Q,Z,d,qo,F > NFA(Y)
0:Qx 2 —=p(Q)

p(Q)x " = p(Q)

(T,e) =¢(T)

o(T,wa) :=¢ (quS(T,w) 6(q,a))

Dann ist die durch 21 erkannte Sprache definiert durch

3
3

L) 1= {w € =*[3({do}, W) NF # 0}

Beachte: Fiir DFAs stimmen beide Definitionen berein.

Grund: |0(q,a)| =1furalleqe Q,ac X
|6(q,€)| =0 firalleqge Q,ae X
2.3.1 Der Potenzmengenautomat
Definition: AP :=< Q, =, 8, do, F >€ DFA(g) ist der Potenzmengenautomat von 2 =< Q, Z, 3,0, F >¢€
NFA(g) wenn gilt:

* Q={T CQ|T =8({do},w),we =}

* do = £({q0})
cTEFATeQundTUF #£0

Lemma: Fiir 24 € NFA(Z) gilt: L(A) = L(AP)
Beweis: (einfach wegen Defintion von 2°)

wel®@) ~ 3({qo},w)UF #£0

~ 8({qo},w) €F
A weLEP)

T CQn T=3{a}w)
ferner gilt: 3(T,e) =¢(T) =T

3(T,8) = & (Ugesre) 3(00:) ) =& (Uger 3(0:a)) = & (Uyesgaoy w) 3(08) ) = S({co}, wa) € @
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2.4 Synthese und Analyse endlicher Automaten

2.4.1 Synthese
Konstruiere flir a € RegE(Z) einen dquivalenten 2((a) € NFA(Z), d.h. [a] = L((a))

Der Algorithmus von Thompson

Beh: 20(a) hat genau 1 Endzustand gs # qo, qo ist Quelle, g ist Senke.

o A(N) ::—>qo ®q;
0

P U@ =—re 25 @
0

« AaVp) = e {

QO\,
€

o~ 2AP) ~©

e A(aP) i=—> >~ A(a) ~ o~ A(B) ~ @q, (Beachte: go Quelle, g¢ Senke)
0

> ©Qf

€
PR = g D R VO 0
0
€

Offensichtlich gilt fir jedes a € RegE : [a] =L (2((a)).

Korollar: RegL C .Z(%,DFA) (endlicher Automat ist beschreibbar durch eine Turingmaschine, die
sich nur nach rechts bewegen kann).

2.4.2 Analyse
Konstruiere flir 20 € DFA(Z) einen a(2() € RegE(Z) mit [o(20)] = L(2).

A=<0Q,Z,d,q0,F > DFA(Z) und Q = {q1,---,0n}.

Furi,j € {1,...,n} und k € {0,1,...,n} definieren wir W;* := {w € Z*|w dberfihrt g in q; ohne
Benutzung von gx41, - - . ,0n als Zwischenzusténde.

Dann gilt: L(2A) = Ug,er Wij"

Somit genuigt der Nachweis der Regularitat der ij. Dies zeigen wir nun durch Induktion tber k:

k=0: Wij° C Su{e} (beachte: {e} = [A*])
~ Wi ist reguldr.
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k-1 — k: siehe Folie

Korollar: (Satz von Kleene) Z’(Z,DFA) = RegL(Z)
Korollar: RegL(Z) ist abgeschlossen unter N und —.

Beweis: (Idee):
Komplement: F': Q\F

LiNLy: LUL,

2.5 Das Pumping-Lemma

Hilfsmittel zum Nachweis nicht-regulérer Sprachen.

Satz: (Pumping-Lemma, Iterationslemma)
Sei L € RegL(Z). Dann existiert k € N, so daR fiir jedes x € L mit |x| > k eine Zerlegung

X = uvw
mit folgenden Eigenschaften existiert:

1. v#£e

2. |uv| <k

3. u'w e L fiir alle i € N, insbesondere fiir i = 0.

Beweis: Sei 2 € DFA(Z) mit L(2) =L und k= |Q]|.
Sei x € L mit |x| > k. Dann wird beim ,,Erkennungslauf‘ von x in 20 mindestens 1 Zustand mehr als
einmal besucht.

v

u_ Y w
— e — 0 —0©
do i

Sei i der erste solche , Iterationszustand“ und v das Teilwort von dort bis zur ersten Wiederholung.
Dann gelten offensichtlich 1 — 3.

O

Beachte: Das Pumping-Lemma beschreibt eine notwendige, aber nicht hinreichende Eigenschaft ~~
Hilfsmittel zum Nachweis nicht regulédrer Sprachen.

Beispiel: L ={a"b"|n > 1} ¢ RegL({a,b})
Beweis: Angenommen, L € RegL. Dann existiert k € N mit den Eigenschaften des Pumping-Lemma.
(,Pumping Index®).
Fiir x = a*b* muR dann eine Zerlegung existieren:
abk = uvw

mit v # € und |uv| < k, hieraus folgt sofort v € {d|i > 1} und uw = a“ Vb ¢ L. Widerspruch!
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2.6 Zustandsreduktion endlicher Automaten

Ziel: Konstruktion endlicher Automaten mit minimaler Zustandszahl

2.6.1 Ableitung
Definition: Flir L C * und w € >* heilit

dw(L) ={veZ'|wvel}
die Ableitung von L nach w.

Lemma: Sei L=L(2) fir A =< Q,... >€ DFA(Z). Dann gilt fur D(L) := {dw(L)|w € Z*} : |D(L)| <
QI

Beweis: Fir g € Q bezeichne
L(q):=L<Q,%,0,q,F >
!

Dann gilt: dy (L) = dw(L(go)) =L (S(qo,w)>.

2.6.2 Der Ableitungsautomat

Definition: Der Ableitungsautomat 2 =< D(L),Z,d,q0,F >€ DFA(Z) ist fir L € RegL definiert
durch

* o:=dg(L) =L
o F:={dw(L)|we L} also: € € dy(L)
* d(dw(L),a) :=dwa(L)

Also ist die Definition von & unabh@ngig vom Représentanten w.

Lemma: L(R4) = L (A erkennt L).
Beweis: w € L( ) v« 0(qo, W) € F
Ady(L) eFAwelL

Korollar:
1. Der Ableitungsautomat ist zustandsminimal.
2. FurL C Z* gilt: L € RegL(X) ~D(L) < 0

Zustandsreduktion: Konstruktion eines zustandsminimalen Automaten aus einem gegebenen Automa-
ten durch
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» Weglassen nicht erreichbarer Zusténde

» Verschmelzen dquivalente Zustéande
Dabei heil3t:
* g € Qerreichbar ~ 3w € Z* : 5(qo,W) = q

* g1 ~ Q2 (Aquivalent): ~L(qr) = L(2)

2.6.3 Der Faktorautomat
Definition: Fur 2 =< Q, 2, 8,o,F >€ DFA(Z) ist der Faktorautomat
A/ ~i=< 0,5, 8,Go,F >€ DFA(Z)
wie folgt definiert:
Fir g € Q sei [q] := {d|a’ ~ q}
* Q= {[3(do,w)]|w € =*}
* Go = [do]
* F={[alacF}nQ

* 9([a],a) := [3(q,a)]
Beachte: qe F.q~d ~q € Fund g~ g~ 3(q,a) ~ 8(q',a) zeigen die Unabhangigkeit der Defi-
nition von den Repréasentanten.
Lemma: Fir 21 € DFA(Z) gilt: 24/ ~= 2l () (bis auf Zustandsnamen).

Inshesondere ist 2(/ ~ &quivalent zu 2 und es folgt: Zustandsminimale Automaten sind bis auf Iso-
morphie eindeutig bestimmt.

Beweis: B ([3(co,w)] ) = du(L())
* [3ist unabhdngig vom Représentanten w € >*:

8(qo,v) ~ 8(d1,W) ~ L(8(do,v)) = L(8(dz,w))
Gy (L(2A)) = dy(L(2A))
* [ ist bijektiv, weil die obige Folgerung umkehrbar ist.

* [ist strukturerhaltent:
- B([ao)) =B ([S(qo,s)]> = dg(L(2L)) ,LAnfangszustand im Ableitungsautomaten®

- 3(qo,Ww) =q€F:B ([S(qo,w)]) = dw(L(2)) ,,Endzustand vom Ableitungsautomaten®,
weil w € L().
- 8([a],a) = [8(a,a)] ~ 3 ([3(do, W)}, a) = [B(go, wa)] ~ 3(dh(L(2)),2) = cha(L())
O

Zustandsreduktion
» Weglassen nicht erreichbarer Zusténde

 Verschmelzen dquivalenter Zustdnde
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k-Aquivalenz und k-Aquivalenzmatrizen

Definition: Sei A =< Q, Z,9,qp, F >¢€ DFA und jeder Zustand erreichbar;
fernerk € N, g1,02 € Q.
Dann sagt man:
- k ,
* (1 k-aquivalent g» (ql ~ qz).
AYw e Z* |w| <k:weL(gr) ~weL(gz)
« 2 induziert die Abbildungen r* : Q% — {0,1} mit r(q1,q2) = 1: ~q1 L 2. Sie konnen als
Matrizen R = (r"(qi,qj))?j:1 mit n = |Q| dargestellt werden.
Beachte: r*(q;,q;) = r*(a;, )

Berechnung der k-Aquivalenz Matrizen
s QNG (G EFAGEF)
* 01 ket Q201 2 gz und 8(qs,a) X o(0z,a) furalleae X

Lemma: Es gibt ein k € N, so daR fiir alle n € N gilt: R¢ = Rk*"
Beweis: Da r*(gi,qo) = 0 ~ r**1(gi, o) = 0, muR es ein k € N geben, mit r* = r**, Dann muB auch
rK = r*" fiir alle n € N gelten:

Sei (g1, G2) = r*(q1,02) = 1, also gz £ gz und gz T
Sei ferner a; ... a2 € L(q1).

0(qy,a1) X 0(qg,a1), also auch &(qz,a1) ki 0(qg,a1).
Somit az...ak12 € L(d(0z,a1)) und a; ... ak+2 € L(Q2).

Wegen Symmetrie folgt g, & g

Markierungsalgorithmus

Eingabe: A =< Q,Z,0,0q0,F >¢€ DFA, jeder q € Q erreichbar.
Ausgabe: dquivalente Zustande.

Verfahren:

* Tabelle aller Zustandspaare {q,q} mitq # q'

Markiere alle Paare {q,d'} mitq € F und q' ¢ F oder umgekehrt.

* Fur jedes unmarkierte Paar {q,q'} und a € X teste, ob {6(q,a),d(q,a)} markiert. Wenn ja:
markiere {q,q'}.

Wiederhole den letzten Schritt, bis keine Anderung mehr erfolgt.
« Unmarkierte Paare représentieren dquivalente Zusténde.

Bemerkung: Implementierung mit p(|Q[?) Zeitkomplexitit moglich.
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2.7 Entscheidbare Eigenschaften

2.7

Entscheidbare Eigenschaften

2.7.1 Deterministische endliche Automaten
» Wortproblem: w € L()? fur w € * und Q € DFA(Z)

Durch Eingabe in |w|+ 1 Schritten entscheidbar.

* O-Problem (Leerheitsproblem): L(2A) = 0? fur A € DFA(Z)

Durch Eingabe alle Worter w mit |w| < |Q| entscheidbar.

Beachte: w € L(2),|w| > |Q| ~ 3v € L(A),|v| < |w| (Vergleiche Beweis zum Pumping-
Lemma [2.5])

Verfahren: testen, ob F von go erreichbar. Durchfiihrung in p(|QJ?)-Zeit.

» ~-Problem: L(2) = L(')? fir 2A,2' € DFA(Z)

Reduktion auf O-Problem:
L(A) =LA )~ L(A) C L) und L(A') CLEA) ~ALER)NLE) =0und LA)NL(A) =0
2 Automaten mit |Q| - |Q'| Zusténden auf @ testen. ~-Problem in p ((|Q| - |Q'|)?)-Zeit l6sbar.

2.7.2 Regulédre Ausdricke, nicht-deterministische Automaten

Durch Transformation in DFA’s sind alle 3 Probleme entscheidbar. Aber der Aufwand steigt:

Wortproblem: p(|al - |w|) Zeit, bzw. p(|Q| - |w]).

O-Problem: NFA wie DFA.

RegE — NFA in p(ja|) Zeit mit |Q| < 2|a].

~-Problem: NP-hart.

2.8

1.

Grund: Exponentieller Aufwand der P-Mengen-Konstruktion.

Anwendung

Endliche Automaten mit Ausgabe.
Beispiel: Mealy-Automaten, Moore-Automaten.
Beschreibung von Schaltwerken.

Wortsuche in Texten (siehe Folie 2.15).
2 Implementierungstechniken:

(@) NFA-Methode:
u = aebwewebba bestimmt einen Lauf.
{a}a{l}e{1,5}b{1,6}w{1,2}e{1,3,5}w{1,2}e{1,3,5}b{1,4,6}...
(b) DFA-Methode

Verteilte Systeme / Parallele Prozesse (siehe Folie 2.17)

Erweiterte reguldre Ausdriicke: N,~
Wichtig fir Suchmaschinen.

Zusammenhang zwischen endlichen Automaten und iterativen Programmen (FluRdiagramme)
bzw. reguléren Ausdriicken und WHI LE -Programmen.



Kapitel 3

Kontextfreie Grammatiken und
Kellerautomaten

Anwendung: Compilerbau (Syntaxanalyse), XM..

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Definition: Seien N und X nicht-leere endliche Mengen mit NNX =0. Sei P C N x (NUX)* mit
|P| <cound S € N.

Dann heilt G =< N, Z,P,S > eine kontextfreie Grammatik.

Bezeichnung: G € CFG(Z) oder G € CFG.

3.1.1 Bezeichnungen und Konventionen

AB,C,...eN Nichtterminalsymbole
a,b,c,...eZ Terminalsymbole
SeN Startsymbole
X,Y,Z,...e X:=NUZX Symbole

a,B,y,... X* Satzformen

u,v,w,... € 2* Terminalworter
A—a:=(Aa)eP Regel, Produktion

Definition: Sei G =< N,Z,P,S > CFGund m=A — a € P.
Ttbestimmt eine Ableitungsrelation
=5C X* x X*

mit 31 = B2 : es existiert ein Kontext yi, Y2 € X*, so daB B1 = y1Ay2 und B2 = y10Ye.

Dann heif3t das Tripel (y1, Tt Y2) auch Ableitungsschritt. G bestimmt die Ableitungsrelation durch

=ci= ] =n
TeP

und damit die von G erzeugte Sprache L(G) := {w € =*|S = w} mit 2¢:= U = (reflexive und
transitive Hulle).

17
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Es folgt: w € L(G) ~Jaip,ay,...,0n € X* und Ty,...,THh EP:S=0p = 0--- = dyp =W (N >1).
Bezeichnung: CFL(X) := {L C ¥*|3G € CFG(Z) : L(G) =L}

3.1.2 Ableitungsbdume

Sei G =< N,%,P,S >€ CFG.
Darstellung von Ableitungen durch Baume.

1. Eine Regel t= A — Xj...X, bestimmt den Regelbaum ;6\\ , Spezialfall: ,|AfUr n=0.

X1--Xn €

2. Eine Ableitung A = a;... = a, bestimmt den Ableitungsbaum durch entsprechendes Verkle-
ben der Regelb&dume.

Folgerung: Ein Ableitungsbaum reprasentiert eine Klasse von Ableitungen, die sich nur in der Rei-
henfolge von Ableitungsschritten unterscheiden. Ein Ableitungsbaum représentiert die relevante syn-
taktische Struktur. Ein Compiler bestimmt zu einem Programm (geben als Zeichenreihe) einen Ablei-
tungsbaum als Basis der Codegenerierung.

(weitere Anwendungen: HTM., XM.).

3.1.3 Rechts- und Linksableitung

Definition: Eine Ableitung heif3t Rechtsableitung (Linksableitung), wenn jeder Ableitungsschritt (a, 11, 3)
ein Rechtsableitungsschritt, d.h. B € =* (, bzw. ein Linksableitungsschritt, d.h. a € Z¥).

Schreibweise: = bzw. :I>
r

Folgerung: Ein Baum hat genau eine Rechts- bzw. genau eine Linksableitung.
(siehe Folie 3.4)

3.1.4 Ein- und Mehrdeutigkeit
Definition:

* G € CFG(Z) heift eindeutig: .~ Zu jedem w € L(G) gibt es genau eine Rechtsableitung.

* G heit mehrdeutig: ~G nicht eindeutig.

Bemerkung: Syntaktische Mehrdeutigkeit (fehlende Klammern) wird durch Prazedenzregeln beseitigt.

3.2 Einseitig lineare Grammatiken

Definition: Sei G =< N,%,P,S >¢ CFG.

» Dann heif3t diese Grammatik G linkslinear, wenn fiir jedes t= A — a gilt: o = Bw oder a = w.
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* Gilt stattdessen o = wB oder o = w fiir jedes Tt P, so heilit G rechtslinear.

G einseitig linear: ~G rechts- oder G linkslinear.

Ziel: {L(G)|G :,linkslinear} = {L(G)|G :,rechtslinear} = {L(G)|G einseitig — linear} = RegL
Satz: Z(Z,NFA) = {L C Z*|L = L(G), Grechtslinear}.
Beweis:

»2D“ Sei G =< N,Z,P,S > rechtslinear. Auffassung von G als %(G) =< Q, Z, 9,0, F >¢€ NFA:
Q:=Nuf{ar}  (gsneu)
Jo:=SF:={qr}
O(A,w) > BfallsA—wBeP
O(A,w) > qf fallsA—weP
Offensichtlich gilt: L(G) = L(2(G)).
Beachte: Wortiibergénge durch Zwischenzustande beseitigen (siehe Folie 3.5).

»C* A =<Q,Z,d,qo, F >€ NFA kann ebenso als rechtslineare Grammatik aufgefasst werden.

025 ® > q—aqq —¢€
q q

g € F — neue Regel g — ¢

[l
Korollar: RegL(X) C CFL(Y) := .Z(Z,CFG)
Fir |X| > 2 ist diese Inklusion echt, weil {a'b"|n € N} = L(G) mit G = (S — aSb|g).
Lemma: L € RegL(Z) ~ LR € RegL(Z)
Beweis: Zu 2 € DFA(Z) konstruieren wir 2R € NFA(Z) mit L(AR) = L(A)R.
Idee: ersetze . 25 o durch . o,
o o
sowie e durch @q,
o]
und ergénze diesen NFA durch
}©Q1
—e . VgieF
Jo N
* @,
[l

Korollar: {L C *|L = L(G), Grechtslinear}
{L C Z*|L = L(G), Glinkslinear}

Beweis: L rechtslinear ~LR rechtslinear
L = LRR linkslinear (Regeln spiegeln).
(siehe Folie 3.6)
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3.3 Normalformen von Kontextfreien Grammatiken
Hilfsmittel: Vorgénger von Satzformen.

o,BeX* X =SUN

a= o direkte Vorgdnger von 3
a=p  a\orginger von f3

Definition: Sei G =< N,Z,P,S >€ CFG und L C X*. Dann ist
die direkte Vorgangermenge von L definiert durch

Preg(L) :=={a e X*|3B e L,a =¢ B}
der VorgangerabschluR von L definiert durch

Pre(L) == {a e X*|3peL,a Se )

Lemma: Sei G =< N,Z,P,S > CFG und L C X*.
Dann gilt: L € RegL(X) ~ Preg (L) € RegL(X).

Beweis: Sei 2 =< Q,X,0,qo,F > NFA mit L(A) = L.
Konstruiere 2 =< Q, X, &, qo,F >€ NFA durch

1. 8(g,a) Cd(g,a) V(g,a) € Q x Xe

2. Wenn A — a € Pund &({q},a) > ¢, so fiige §(g,A) 3 ¢ hinzu.
Ergdnze & um solche Transitionen, solange dies mdglich ist.
Der Prozel} terminiert, weil Q und X endlich sind.

Die Korrektheit ist offensichtlich. (Erlduterungen siehe Folie 3.7).

Bemerkung: Die Zeitkomplexitat der Automatenkonstruktion liegt in p(|QF).

Definition: Sei G € CFG(Z) und A € N.
1. A heilt produktiv: ~Iw € T : A > w

2. AheiBt erreichbar: ~3Ja,p € X*: S = aAB

Folgerung: A produktiv ~A € Preg ()
A erreichbar AS € Pre* (X*AX*)

Definition: G € CFG(X) heift reduziert:
entweder P =0
oder jedes A € N ist produktiv und erreichbar.
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Lemma: Jedes G € CFG(Z) I&Rt sich in eine dquivalente reduzierte Grammatik G € CFG(X) trans-
formieren.

Beweis: Stelle fiir jedes A € N fest, ob A produktiv und erreichbar. Unterscheide zwei Falle:

1. Sist nicht produktiv. Wahle: P = 0.

2. S ist produktiv. Weglassen aller A € N, die nicht produktiv oder nicht erreichbar sind, sowie
aller Regeln, in denen solche A’s vorkommen.

Korollar: Das 0-Problem von CFG’s ist entscheidbar.

3.3.1 Elimination von &-Regeln

Definition: G € CFG(X) heift e-frei: v«

A—eeP~A=Sund
S auf keiner rechten Regelseite.

Lemma: X = £ X € Pre*({e}).
Satz: Jedes G € CFG(Z) laRt sich in eine dquivalente e-freie Grammatik G € CFG(Z) transformieren.
Beweis: Konstruiere mit Pre*({€}) die Menge
Ne:={AEN|AS g}

und damit G’ =< N, Z,P',§' >€ CFG:

* N:=Nu{s'} (neues Startsymbol)

e P:i={S" > S}U{S —¢|SeN:}

U{A—=X1... X[k >1,% € (NUZ),
Jao,...,ax € N : A — agXq01... Xk0k € P}

Beachte: Wegen k > 1 entfallen e-Regeln und G ist e-frei.
Bleibt zu zeigen: L(G') = L(G)

1.w=eg:eelL(G)AS seecP ASEN;
ASScenecl(G)

2. W#£E

(@ wel(G)nSSgwnSScwnweL(G)
weil Ableitung in G’ mit L; = ¢ aufgefiillt werden kann.
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(b) w € L(G): Wir zeigen durch Induktion uber die Ableitungslange r, da gilt:
AScgwelstAASgw

r=1: A—-wwW£enA—>weP
ANASWEP AASswW
r—r+1: A:>GX1...Xk:r>GW7éS

Dann existieren Abbleitungen X; :@G Wi mitwy...wy, i <r
Falls wj = €, so X; € N¢. Durch entsprechendes Loschen entsteht

A= X{... X =Wy W =w.

Beispiel: Transformation in e-freie Grammatik G' € CFG

Ne:={AENAS g}
« N :=Nuw{s'}

o P':={S' = S}U{S —€|S e N}
U{A = X1... %k >1,X € (NUZ),
Jao,...,0x € N : A= agXq01 ... Xk0k € P}

Beispiel:
A — aBa B — ble

wird transformiert nach
A — aBalaa B—b

Definition: Eine Regel der Form A — B heilt Kettenregel.
Satz: Jedes G =< N, X, P,S >¢e CFG lakt sich in eine dquivalente e-freie Grammatik G =< N’ Z,P'.S' >¢€
CFG ohne Kettenregeln transformieren.

Beweis: 0.B.d.A sei G &-frei.
Dann definieren wir G’ =< N,Z,P’,S > durch
A—aeP :~a#Nundesgibt B— a € P mit A € Pre*(B).

Die Korrektheit folgt, da wegen &-Freiheit von G gilt:

AcPre*(B)nA=A1=>Ar...=> A =B

Inichtleeres Wort
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3.3.2 Die Chomsky-Normalform

Definition: G =< N, Z,P,S >¢& CFG ist in Chomsky-Normalform (G € CNF): .~ Jede Regel von P
hat die Form

eA—BCmitB,CeN
oder eA—a mitaeX
eS— ¢

Im letzten Fall darf S auf keiner rechten Regelseite auftreten.

Satz: Jedes G =< N, Z,P,S >¢e CFG lalt sich in eine dquivalente Grammatik G' € CNF transformie-
ren.

Beweis: 0.B.d.A. sei G &-frei und ohne Kettenregeln. AulRerdem kénnen wir annehmen, daf? fir k > 2
gilt
A—=X1.. XkePAXeN

Denn, X; = a kann ersetzt werden durch neues G € N unter hinzufiigen von C_,a.
Bleibt die Elimination von Regeln der Form

A— Bp...Bxmitk >3
Ersetzen durch

A — B 1C1
Ci1 B-C,
C, BsCs

14

Ck—2 — Bk_1Bx

mit neuen N-Symbolen Cq,...,Ck_2

3.3.3 Die Greibach Normalform, Linksrekursion

Definition: G =< N, %, P,S >¢€ CFG ist in Greibach-Normalform (G € GNF): «~ Jede Regel von der
Form

* A— aB;...By oder
s A—a
* S — € (S auf keiner rechten Regelseite)

Satz: Jede G € CFG lait sich in eine dquivalente Grammatik G' € CFG transformieren.

Beweis: Elimination linksrekursiver Nichtterminalsymbole.
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Definition: A € N linksrekursiv: ~A £ Aa fiir ein a € X*

Spezialfall: Direkte Linksrekursion

Seien A — Aai|Ady|...|Ad, }
alle Regeln der Form A — Aa (0 # €
und A= Bil...|Bs g (@i #¢)
Dann 4Rt sich dieser Regelsatz aquivalent ersetzen durch

Z—aiZ|...ocZ|ag|...|ay

Grund:
A wird simuliert durch A
; I Bi
/
!
/
1
/
A 12 ai,
\
\
\
\
\
B| ir a|n71

Bemerkung: Linksrekursion stort die Syntaxanalyse

3.4 AbschluBeigenschaften von CFL, Pumping-Lemma

Hilfsmittel: Substitutionssatz, Pumping-Lemma
Definition: Sei X ein Alphabet und fur jedes a € Z, %, ein weiteres Alphabet.
Dann heifit @: p(Z*) — p((Uaesigma Za)*) eine Substitutionsabbildung, falls

* o({a}) €33

* o({e}) = {e}

* o({ar-..ad) = o({aa}) - o({az}) ... @({ak})
* QL) = UweL @{w})

@ist also durch die ,,Substitutionssprachen” @({a}) bestimmt. Statt ¢({w}) schreiben wir auch @(w).
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3.4.1 Substitutionssatz

Sei @: p(X*) = p(Uaes Za)* eine Substitutionsabbildung. Dann gilt:
L € CFL(Z),(a) € CFL(Za)Va€ =
~ QL) € CFL(Uaes Za)

Beweis: Kombination kontextfreier Grammatiken mit disjunkten Nichtterminal-Symbolmengen. Er-
setze a € Z durch S,.

Korollar: CFL(Z) ist unter reguldren Operationen abgeschlossen.

Beweis: Seien Ly, L, € CFL(Z) und a,b Buchstaben mit ¢(a) := Ly und @(b) := Lo(Z = {a,b}).
Dann qilt:

(p({a, b}) = LiUlLy

(p(ab) LiLo
eo{at’) = L1

Da {a,b},{ab},{a}* € CFL({a,b}) folgt die Behauptung.

3.4.2 Pumping-Lemma (fur CFL)

uvwxy-Theorem

Sei L € CFL(Z). Dann existiert k > 1, so daB fur alle z € L mit |z| > k gilt: es existiert eine Zerlegung
z = uvwxy mit [vwx| <k, vx # € und uv'wx'y € L fiir alle i € N.

Beweis: 0.B.d.A. sei G=<N,Z,P,S > CNFmit L(G) = L.
Sein:=N,k:=2"und z € L mit |z| > k.

S
Ein Ableitungsbaum Zz& hat mind. 2" Blatter.

Da G € CNF, muf ein Pfad p maximaler Lange mindestens n+ 1 Kanten, also n+ 2 Knoten haben.
p besitzt daher mindestens n+ 1 Knoten, markiert durch Nichtterminalsymbole, also 2 Knoten mit
gleichem Nichtterminal-Symbol.

y

Wiéhle auf p den letzten Knoten, dessen Marke A € N sich wiederholt. Dann hat sein Teilbaum
hdchstens 2" = k Blatter.
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o Jvwx| < 2" =Kk
s VX#£E

« u'wxly e Lfiiralle i € Ny
wegen der Ersetzbarkeit der A-Teilbdume.

Lemma: L = {a"b"c"|n > 1} ¢ CFL({a,b,c}).

Beweis: (durch Widerspruch) Ware L kontextfrei, so existiert ein Pumping-Index k € N und fiir &b¥cX
eine Zerlegung uvwxy mit den Pumping-Eigenschaften, insbesondere uwy € L. Da vx # €, muf |uwy| <
3k sein. Da [vwx| < k, kann vx nicht gleichzeitig ein a und ein ¢ enthalten. Also muB uwy = & ... oder
uwx = ...cK. Dies ist ein Widerspruch

Satz: CFL ist weder unter Durchschnitt, noch unter Komplement abgeschlossen.

Beweis: S — Sc|Ac } d{8—>as|aA

A — aAb|ab A — bAc|bc
{aPb"c"|n, p > 1}, deren Schnitt nicht kontextfrei ist.
Da CFL unter U abgeschlossen ist, kann CFL nicht unter komplement abgeschlossen sein, denn:

} erzeugen die Sprachen {a'b"cP|n,p > 1}, bzw.

LiN |_2:|__1U|__2

0
3.5 Entscheidbare Eigenschaften von CFG
Satz: Das Wortproblem und das 0-Problem sind fiir CFG entscheidbar.
Beweis:
weLl(G) ~ SePre({w})
L(G)=0 ~ S¢Pre’(7)
O
Bemerkung:

1. Das Wortproblem ist in p(n®) entscheidbar (siehe: CYK-Algorithmus [3.7])

2. Das Aquivalenzproblem ist nicht entscheidbar.
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3.6 Kellerautomaten

Kellerspeicher (Stack, Stapel, push down store): wichtige Datenstruktur flr die sequentielle Behan-
lung strukturierter Objekte

Charakterisierung von CFL durch nicht-deterministische Kellerautomaten, keine Aquivalenz zu de-
terministischen Kellerautomaten

Bedeutung deterministischer Kellerautomaten fiir den Compilerbau:

» Syntaxanalyse
 Datenkeller
» Prozedurkeller (Speichertechnik fiir rekursive Prozeduren)

Wir betrachten nun zusétzlich zum Eingabeband und dem Zustand noch das Symbol, welches wir
auf dem Kellerspeicher lesen. Der Kellerspeicher ist ein Stapelspeicher, auf dem wir oben Elemente
hinzuftigen und lesen kdnenn (LIFO-Prinzip: Last In - First Out).

Definition: Seien Q, Z, I nicht-leere endlichen Mengen von Zustinden, Eingabe- und Kellersymbolen;
ferner: qo € Q Anfangszustand, Zp € I Kellerstartsymbol und &: Q x % x ' — p¢(Q x I'*) Transiti-
onsfunktion und F C Q Entzustandsmenge.

Dann heift A =< Q, 2,I",8,do, Zo, F > ein Kellerautomat iber %, Bezeichnung: 2 € PDA(Z).

3.6.1 Semantik
Konfigurationsmenge Q x Z* x I'* (Kellerspitze links)
Einzelschrittrelation (g,w,a) F (¢ ,w',a’)

 2-Schritt: (g,aw,Za) F (d,w, Ba), falls 8(g,a,Z) > (d',B)
e &-Schritt: (q,w,Za) + (d',w, Ba), falls d(q,€,Z) > (¢, B)

Startkonfiguration fur w € Z* : (qo, W, Zo)

3.6.2 Die von 2l erkannten Sprachen

L(A,F) = {weZ*|(qo,W,Zo) - (0,€,0),0 € F}
LA,e) = {we Z¥(go,W,Zo) - (q,€,€)}
L@, Fe) = {weZ*(do,W,Z0) - (,&,€),9 € F}

Bemerkung: Die Erkennungsarten sind dquivalent. (Stichwort: Simulation)

Z(Z,PDA) :={L C Z*|3A € PDA(Z),L = L(A,F)}
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(Beispiel: siehe Folie 3.8)

Ziel: CFL(Z) = L(Z,PDA)
Satz: CFL(Z) C .Z(3,PDA)

Beweis: Sei G =< N,Z,P,S >¢ CFG. Dann definiere s =< Q,2,I",8,0o,Zo,F >€ PDA(Z) durch
Q:= {q}ar = NUZ,ZO = SaQO: an =0

0(q,a,a) := {(q,¢) fir alle a € X (Vergleichsschritt)

6(q,¢&,A) :={(q,B)|A — B € P} fiir alle A € N (Ableitungsschritt)

Behauptung: L(G) = L(2g,£) (*) A= w (g, Wy, Aa) Ii (g,v,a)
>~ Induktion Uber die Ableitungsléange n

*
n=1A—wn (q,wv,Aa) - (q,wv,wa) - (q,v,a)

N~ N+ 1A= VoAV ... Ay = W

Dann muB A; a8 Wi, W = VoW1ViW2 ...V, n; < n, so daB nach Induktionsvoraussetzung:

(9, VoWqV1 ... VrV,Ad) - (Qo, VoW1 - .- ViV, VoA ... v O) F (Q,V,0)

~~“ Induktion iiber die Lange der Berechnung (Ubung)

Es folgt: L(G) = L(™g,€)

(Beispiel siehe Folie 3.9)

Satz: .#(5,PDA) C CFL(3)
Beweis: ,, Schoning “

Korollar: CFL ist unter Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen.
Beweis: Fur L € CFL(Z) und R € RegL(Z) existiert 2 € PDA(X) und 2(gr € DFA(Z) mit L = L(2A.)
und R = L(2r). Konstruiere 2l ||2r € PDA(X)

Parallelkonstruktion: Q := Q_ x Qr

6((qla qZ)a a,Z) = ((qa_a ql2)7a)

falls 3 (d1,a,Z) 3 (qy,a) und 3r(02,a) =03
F.= F|_ X FR

Ziel: Der Deklarationszwang von Variablen ist keine kontextfreie Eigenschaft.

Lemma: L = {ww|w € {a,b}*} ¢ CFL

Beweis: Zunéchst zeigen wir L' = {a™b"a™b"|m,n > 1} ¢ CFL
Ware L' € CFL, so ergabe sich mit Pumping-Index k:

akbkakbk = uvwxy mit [vwx| < k,vx # €
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also auch uvy € L. Dies is ein Widerspruch, weil die Zahl der vorderen und hinteren a’s bzw. b’s nicht
mehr gleich ist.
L'=Ln{a}"{b}*{a}*{b}" ist also ebenfalls nicht kontextfrei.

Korollar: Die Menge P der Pascal-Programme ist nicht kontextfrei.

Beweis: L := { program T (output); var w: integer; begin w:= 1 end. |w € {a,b}*}
Also: LCP

R sei bestimmt durch den reguldren Ausdruck

program T (output); var (aV b)*; begin (aVvb)* := 1 end.

Dann gilt: L = PNR. h sei eine Substitutionsabbildung mit

h(a) = a, h(b) = b, h(x) = €sonst
Dann h(L) = {ww|w € {a,b}*} & CFL, was einen Widerspruch zu der Annahme P € CFL darstellt.

O

3.6.3 Deterministische Kellerautomaten

Definition: 2 =< Q,Z,I",d,0o0,Zo, F >€ PDA(X) heiflt deterministisch, in Zeichen: 2l € DPDA(Z),
wenn gilt:

1. |18(q,a,Z)| < 1flralle (g,a,Z) e Qx Zg xT
2. 15(q,€,2)[ =1 ~ [5(q,a,2)| =0

Folgerung: Zu jeder Konfiguration (g,w,a) gibt es hdchstens eine Folgekonfiguration. e-Schritte
maoglich.

L(A) :=L(A,F)
Z(Z,DPDA) := .Z(2,DPDA,F) 2 .Z(Z,DPDA¢)
Satz: .Z(Z,DPDA) ist unter Komplement abgeschlossen. (Schade: da unerwiinscht)

Beweis: (Idee): Zu jedem A E~DPDA(Z)~ist ein équivalenteril € DPDA(X) konstruierbar, so daR gilt:
Fur jedes w e 2* gibtes g € Qund a € I'* mit

(do,w,Zo) F (q,€&,a) (Endkonfiguration)

Dazu mussen Schleifenkonfigurationen eliminiert werden.

(g,w,a) € Q x Z* x '* heiflt Schleifenkonfiguration, falls fur jedes i € N ein g € Q und ein a; € '*
[

existiert, so daf |a;| > |a| und (q,w, o) - (g, w, ).

Diese Eigenschaft ist entscheidbar (Kern des Beweises) ~ Elimination.

Folgerung: .2 (Z,DPDA) C ¢ (%,PDA) = CFL
Z
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3.7 Der Algorithmus von Cocke, Yonnger und Kasami

effiziente Losung des Wortproblems fiir beliebige CFL, dynamische Programmierung, p(i¥)-Zeit,
p(n?)-Platz.

0.B.d.A. G € CNF (auf beliebige CFG ubertragbar).

Fir G=<N,Z,P,S > CNF (A — BC,A — a) und w = a;a;...a, mit n > 0 definieren wir:

Wij = &aip1...a;firl1<i<j<n
Nij = {AEN|A=*>W”'},
so daR gilt:
w € L(G) S € Nyp
Bestimme Nj;z Nop ... Nnn
.| dann N2  Na3 Nn—1 Np
Berechnung von Nip: dann Nis Nos ... Nop Ni

mit Hilfe von
1. Ae NjxA—ajeP
2. Ae Nij miti< jvnx3k:i<k< j,JA—>BC€P: BENik,CENk+1j

(siehe auch Folie 3.10, Beispiel 3.11)

3.7.1 Komplexitat des CYK-Algorithmus

Zeit aufere “for i“-Schleife ¢; -n Schritte

“for k* Co -d Schritte
innere “for i* C2- (n—d)d Schritte
“for d* C2- YA_}(n—d)d Schritte

Insgesamt: ¢34 _;(n—d)d=c(ny§_,d—5§_,d?) =c (nzﬁzl - n%ﬁﬂﬂ) = =0 Also
p(n®).
Platz p(n?)

3.8 Erweiterte kontextfreie Grammatiken (EBNF)

hoherer Beschreibungskomfort durch die Verwendug von reguléren Ausdriicke als rechte Regelseiten;
aquivalente Erweiterung.

Definition: G =< N, X, P, S > heilt erweiterte CFG, in Zeichen: G € ECFG,
wenn < N,%,0,S >€ CFGund P: N — RegE(NUZ).
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Schreibweise: A — a, falls o = P(A)

Semantik: P reprasentiert die Regelmenge P mit A — & € P : A6 € [P(A)].
Beachte: P ist im allgemeinen unendlich. L(G) := L(< N,Z,P,S >)

Satz: CFL(Z) = .#(Z,ECFG)

Beweis: (Idee) “C*: nach Definition.
“D*: Transformation von ECFG nach CFG durch Elimination reguldrer Ausdriicke:

Disjunktion: Regelalternation

Stern: neues Nichtterminal mit A — aAle

(siehe auch Folie 3.12)

3.9 Rekursive endliche Automaten (Syntaxdiagramme)

Syntaxdiagramme entsprechen endlichen Automaten die sich rekursiv aufrufen kdnnen (Beispiel sie-
he Folien 3.13 und 3.14). Dabei sind neben den gewohnten Transitionen q 2 g2 auch Transitionen

der Form q; — — 2 moglich.
Definition: 2 =< Q, %, d,qo, F > heil’t rekursiver endlicher Automat tiber Z, falls
3:Qx (ZUQ) — p()

und sonst wie ein endlicher Automat.

Bezeichnung: 2 € RFA(Z).

3.9.1 Semantik

Konfiguration: Q x *
Transitionsrelation: —C (Q x 2*)? definiert als kleinste Relation fiir die gilt:

1. ped(q,a) ~(g,aw) - (p,w)

2. ped(a,e) ~(q,w)F (p,w)

3. ped(,r),(nw) F (s,v),s € F e (W) - (p,V)
L(2) = {w € Z*|(do,W) - (p,€),p € F}

Beispiel fiir den Erkennungslauf siehe Folie 3.15.

Satz: Z(Z,RFA) = £ (Z,PDA)
Beweis:
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»C* A=<Q,Z,0,q0,F >€ RFA(Z). Simulation von 2 durch 2 < Q,Z,Q,d,qo,qo,F >€ PDA(Z)
Idee: Keller fur ,,Ricksprungadressen” verwenden:

d:QxZexQ—=pi(QxQ*),pedg,a)
d'(9,a,s) == {(p,s)|p € 8(q,a) }
d'(g,¢,8) == {(p,s)|p € 8(q,€)}
u{(r, ps)|p € 3(q,r) }
U{s,e)|lg € F}

»2" FirL e .Z(2,PDA)3G =< N,Z,P,S >€ CFG mit L = L(G).
Konstruiere 2 =< Q, Z,0,qo, F >€ RFA durch: Q :=NU{qs},q0:=S,F ={qs} und
Cecd(A,B) falls A—BC
qr € 0(A,a) falls A—q
qs € 6(S,e) falls S—¢



Kapitel 4

Turingmaschinen und aufzahlbare
Sprachen

4.1 Chomsky-Grammatiken

Verallgemeinerung kontextfreier Grammatiken.

Definition: Seien N, 2, X und S wie bei kontextfreien Grammatiken (CFG). Sei ferner P C X*NX*xX*,P
endlich. Dann heil3t
G =< N, Z,P,S > eine Chomsky-Grammatik.

411 Semantik

TI= 01 — O € P bestimmt die Ableitungsrelation =;C X*xX* durch
B1 = B2 v es existiert y,0 € X* mit 1 = ya10 und Bz = yo20.

Ableitungsrelation von G :=¢:= Unep =n
G erzeugt L(G) := {w € Z*|S S¢ w}

4.1.2 Klassifikation von Chomsky-Grammatiken und Sprachfamilien

Sei G =< N,Z,P,S > eine Chomsky-Grammatik und i € {0,1,2,3}. Dann hei8t G vom Typ i oder
auch eine Typ i-Grammatik, wenn P die Eigenschaft (i) besitzt mit

(0) Keine Einschrankung

(1) Jedes 1€ P hat die Form yAd — Y30 mit 3 #~ € oder S — €. Ferner S — £,a — B € P ~ S nicht in
B.

(2) Jedes Tte P hat die Form A — a.

(3) Entweder: Jedes tte P hat die Form A — Bw oder A — w oder: Jedes 1€ P hat die Form A — wB
oder A—w

Es folgt:

33
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Grammatiken vom Typ 0 sind genau die Chomsky-Grammatiken
Grammatiken vom Typ 1 heien auch  kontextsensitiv

Grammatiken vom Typ 2 sind genau die kontextfreien Grammatiken
Grammatiken vom Typ 3 sind genau die einseitig linearen Grammatiken

L C Z* heilt vom Typ i: ~ 3G vom Typi: L(G) = L.
Bezeichnung: £ (Z) := {L C Z*|L vom Typ i}

4.1.3 Chomsky-Hierarchie
£(2) G L(2)'GA((D) G A(2)
falls |Z| > 1;|Z| =1 ~ £3(2) = £(2).
Definition: Sei G =< N,Z,P,S > vom Typ 0.
G heiRt normiert, wenn gilt:

e Fir jedest=0; — 02 € P gibtesy,d € N*;A € N,[3 € X* mit a1 = yAd und o, = y30.
Beachte: 3 = € erlaubt, im Gegensatz zu Typ 1.

» >-Symbole nur in Regeln der Form A — a.

4.1.4 AbschlufReigenschaften von % (%)

G normiert (1= yAd — yBd)

Satz: Zu jedem G =< N, Z, P,S > vom Typ 0 lakt sich eine dquivalente Grammatik G =< N',Z, P’ S >,
G’ normiert, konstruieren.

Beweis:

1. Terminalsymbol-Bedingung:
a € Z — Ag neues Nichtterminalsymbol. (a durch Aq ersetzen und Ay, — a hinzufiigen).

2. Simulationvon A;...Ap = B1...Bnh(n#1,meN):
durch Symbolersetzungsregeln mit Hilfe neuer Nichtterminal-Symbole A.

A]_...An — IlAZ...An
IlAZ.-.An — IlAIZ...An

AL AL A, ALAL .. AL

_)
AL AL = BiA,.. AL
B1A,... A, — BiByAL.. A

folgt aus CNF
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Zwei Falle zu unterschieden:

Fall 1 (n <m): B;...By—1A, = B1...Bp
Fall 2 (n > m):

Bi...BuAlyq---Ay = Bi...BpAhi,...Al

B]_.BmA;I — Bl...Bm

O

Satz: £ (Z) ist unter Substitution abgeschlossen, d.h. ist @: p(Z*) = p((Uaes Za)*) eine Substituti-
onsabbildung, so gilt: L € 4(Z),9(a) € Z(Za)Vae T~ QL) € Lo(Uaes Za)-

Beweis: Konstruktion von CFG nicht anwendbar: neue Ableitungen wegen unzuldssiger Satzformen.
Idee: Sequentialisierung der Ableitungen mit Kontrollsymbol.

L=L(G) mitG=<N,Z,P,S > vom Typ 0. ¢(a) =: Ls = L(Ga) mit Ga =< Na, Z,Ps,Sa > vom Typ
0. 0.B.d.A.: G,G4 normiert, N, N, disjunkt.

Konstruktion von G (Typ 0) mit L(G) = ¢(L):

= NU (UaesNa) U{Aqla € Z}U{S,C}

L= Uaes Za _

P:=PyUPLUPU (Uses Pa) U{S = CS,C — £}

Po entstehe aus P durch Ersetzen von a durch Aq(a € )
Py := {CAs — CS,Ja e =}

Ml Z|

CS;Ap

CW]_

Py:={Ci—~aClaec z}

1. (L) CL(G),S=CS=SCA,, ... Ay = CSy Ay, ... Ay, = CWiA,, ... Ay > WiCA,, ... S Wy ... W, C =
Wl...Wr

2. L(G) C @(L) : keine Ableitungen neuer Worter, weil G normiert und daher A auf keiner linken
Regelseit, weil N-Alphabet disjunk und weil C die Teilableitungen der G, sequentialisiert.
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Korollar: %p(Z) ist unter reguldren Operationen abgeschlossen: L,U' € £5(Z) ~ LUL',LL',L* €
2(2).
Beweis: wie fiir CFL.

Satz: % (%) ist unter Durchschnitt abgeschlossen.

Beweis: Lj = L(G;j) und Gj =< N;, Z,P;,Sj > vom Typ 0 (i = 1,2). O.B.d.A. sei Ny N2 = 0.
Konstruktion von G =< N,% P, S >:

N:=N;iUNyU {Aa|a € Z} C] {S,Cl,CQ}

P.=P,UPUQ

Q = {S — C151C55,C1,Coa — AsCa,bA; — Asb,C1A.a — aC1,C1C,C1 — €la,b € 5}

O

Bemerkung: Da % (%) = .Z(Z, TM) (siehe 4.2.2), ist £ () nicht unter Komplement abgeschlossen.

4.1.5 Kontextsensitive Grammatiken und Sprachen
Definition: G =< N, X, P, S > heiflt von wachsender Lange: < fiir jede Regel a — B € P gilt: |a| <|B],
es sei denn, dal S — € € P und S auf keiner rechten Regelseite steht.

Kontextsensitive Regel: aAB — ayp und y # €.

Korollar: Eine Typ 1-Grammatik ist von wachsender Lange.

Satz: Zu jeder Grammatik von wachsender Lange 4Rt sich eine dquivalente Typ 1-Grammatik kon-
struieren.

Beweis: Normierung von Typ 0-Grammatiken.

Zur Erinnerung: Ai...Ap — B1...Bp
neue N-Symbole: AL, A
Al...An —>A€LAn...An

AL AL A= ALLLA
m>n: Bi1...Bn-1A], — B1...Bny
m<n- Bl"'BmAll"n-l—l“'A;]_)Bl"'BmAII'n—f—Z"'A;]

4.1.6 Platzbedarf

Definition: Sei G =< N, Z,P,S > eine Typ 0-Grammatik, d = (S = dap = 01... = Q) eine Ableitung
von G und w € >*. Dann heift:

* pl; () := max{[ai| [0 <'i < n} der Platzbedarf von &, und

* plg(w) := min{pl . (8)[3= (S = ... = w)} der Platzbedarf von w beziiglich G.
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Folgerung:
1. p_|G(W) > |w]

2. GTyp 1, w#enpl (w) = |w|

4.1.7 Platzbedarfssatz
Sei Gvom Typ Ound p € N, p > 0, so daR fiir alle Worte w € L(G)\{€} :

pl,(w) < plw|
Dannist L(G) € 4.
Beweis: Sei p=1, also firw € L(G)\e

pl,(w) = |w

Idee: Elimination verkirzender Regeln durch Auffiillen mit Hilfssymbolen.
Konstruktion einer dquivalenten Grammatik von wachsender Lénge: G' =< N U {$},%,P’',S >

1. a—BePmit|a] = |B[+i(i>0)
~a—$pBeP

2. a—>BePmit|al+i=|B|(i e N)
~$a > BeP firalled=0,1,...,i

3. X = X$,X$ — $X € P/ furalle X € X.

Wegen p_IG (w) = |w| lassen sich die eingeschobenen $-Symbole l6schen.
p > 1: Induktion tiber p. NP C N’

4.1.8 AbschluRReigenschaften von .#71(%) mit Hilfe des Platzbedarfssatzes

Satz: .£71(Z) ist unter e-freier Substitution (g € @(a)) abgeschlossen.
Beweis: Platzbedarf der Ausgangsgrammatiken mit p = 1 ~ Platzbedarf der Substitutionsgrammatik
|w| + 1 < 2|w| wegen zusatzlichen Kontrollsymbol C und fehlender -Regeln.
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Korollar: Z1(Z) ist unter reguléren Operationen abgeschlossen.
Beweis: Reduktion auf e-freie Typ 1-Sprachen.

Le A~ L\{E} €.4(%)

Fur e-freie L, L' € £ (%) folgt
LUL,LL',L* € A(5)

wie fiir Typ 0-Sprachen durch e-freie Substitution. Falls € € L und/oder € € L, so schliet man tber
die e-freie Teilsprachen, zum Beispiel:

(Lu{e})(L'w{e}) =LL'uLUL'U{e}
O

Korollar: Z1(Z) ist unter N abgeschlossen.
Beweis: L1,L, € Z1(Z) sind mit linearen Platzbedarf (p = 1) erzeugbar. Die N-Konstruktion fiir Typ
0-Grammatiken hat dann einen Platzbedarf von 2|w| + 3 < 5|w|

O

Ein lange ungeldstes Problem ist der Abschlul von .4 unter Komplement. 1987: .#1(Z) ist unter
Komplement abgeschlossen.

Korollar: £1(Z) & %o(2)

4.2 Turingmaschinen, linear beschrankte Automaten

Ziel: A(2) = Z(Z,TM)
Z1(2) =% (%,LBA)

Modell einer Turingmaschine (TM): besteht aus einem unendlichen Band, welches groRtenteils mit
Blanks beschriftet ist, sowie wenige Symbole. Weiterhin gibt es eine endliche Kontrolle welche aus
endlichen Quintupel besteht.

4.2.1 Nicht deterministisch erkennende TM

Definition: Seien die folgenden nicht-leeren, endlichen Menge gegeben:

Q Zustandsmenge

> Eingabealphabet

r Arbeitsalphabet mit= C T
Ferner:

Jgo€Q Anfangszustand

Oer\x Blank

FCQ Endzustandsmenge und die Transitionsfunktion
0:QxI —=p(QxT x{L,N,R})

Dann heilt A =< Q,%,I",qo,, F,d > eine nicht-deterministische erkennende Turingmaschine.
Bezeichnung: 2 € TM(Z).



Kapitel 4. Turingmaschinen und aufzahlbare Sprachen 39

4.2.2 Semantik
Konfigurationsmenge: Conf(2() :=Q x ™ x I xI*

Einzelschrittrelation: FoC Conf(2()? sei definiert wie folgt:

* 8(g,X) > (o, X,N) ~ (q,0,X,B) - (d',a, X', B)

* 8(q,X) 3 (¢, X",L) ~ (g,aY,X,B) - (', a,Y,X'B)
3(a,X) > (4, X, L) ~ (a,& X,B) - (d',€,0,X'B)
* 8(q,X) 3 (¢, X",R) ~ (q,a,X,YB) I (¢, aX",Y,B)
0(g,X) 3 (¢, X',R) ~ (g,0,X,€) F (¢ ,aX’,0,¢)

Bemerkung: beiderseits unendliches Band, fast {iberall stehen Blanks (C1’s).

Anfangskonfiguration: w € 2*

[ (do,&,a,v) ,fallsw=av
£(w) '_{ (qo,€,0,6) ,fallsw=¢

Endkonfiguration: (q,a,X,B),q€F
Die von 2l erkannte Sprache: L(2) :={w € Z*|&(w) -5 (g,a,X,B),q € F}

Beachte: Erreichen von g € F genugt. Ein Anhalten der Turingmaschine ist nicht gefordert.

Die Klasse der durch TM erkennbaren Sprachen: £ (%, TM)
Satz: Z(Z,TM) = %(Z)

Beweis:

423 1.2(3,TM) C %(3)

A=<Q,%,Iqo,0,F,0>€ TM(X)

Simulation von 2L durch eine Typ 0-Grammatik. Idee: Erzeugen einer beliebigen Anfangskonfigura-
tion mit hinreichend vielen Blanks an den Randern (bei Ableitungen sind Rénder nicht erkennbar).
Wir benutzen zwei Spuren: Die erste Spur halt die Eingabe fiir die Erzeugung und die zweite Spur
simuliert die Turingmaschine.

Fura;...ar € £, m,n € N erzeugt man

(e,0)"qo(az,a1)(az,az) .- (ar,ar)(g,0)" (%)

Dazu G =< N,%,P,S > mit
N := QU (Z¢ x ) W{S,C1,Co}

P:
Erzeugen von (*)
S — (&,0)S]qoCa
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C1—(a,a)CeC;  (a€Z)
Cr— (8,D)C2|8

Simulation der Turingmaschine:
q(a,X) — d'(a,X") falls 8(q,X) > (g, X',N)
q(a,X) = (a,X")q’ falls 5(q,X) > (¢, X',R)
(b,Y)a(a,X) — q'(b,Y)(a,X) falls &(g,X) > (q',X’,L)

lIéschen von q durch 2. Spur, urspringlicher Wert bleibt (ibrig:
g—¢ fallsqgeF
(a,X) —a (aeZe

Es folgt: L(G) = L().

424 1. %(2) C 2(=,TM)

L € %(Z) werde erzeugt von der Typ 0-Grammatik G =< N,%,P,S >. Simulation von G durch
A€ TM(Z):
neben Eingabewort Ableitungen von G simulieren und anschlieBend vergleichen.

Form der Berechnung:

Jow Anfangskonfiguration

d*

[W][sqs] Beginn der Simulation von G

{

W|[sq;] Wahl der i-ten Regel

b *

[w][ags] Simulation der i-ten Regel beendet
b

W][vg,] Vergleichw =v?

o

qerk[D PR D]

Konstruktion von 20 € TM(Z) fir die Typ 0-Grammatik G =< N,%,P,S > mit s Regeln der Form
X1...Xh = Y1...Yn(n>1,m>0)
A=<Q,2,I,qo,F,0O,0d > sei definiert durch

Q = {0o,93,---,98} (Anfangsphase)
U{de,0q1,---,0s} (Simulations von G, Regelauswahl)
U{a %, iy, o 11 <k <n,0<T<m,Z e XU{]})
firalle1<i<s (Simulationvon X;... Xp — Y1...Yn)

U{av,9?,9a, d,qerkla € ZU{[}} (Vergleichsphase)
r:=xuNuwi{d,U/]}

F::{qerk}
0 :QxI—=pr(QxTIx{-1,0,1})
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sei mit Quintupeln dargestellt: statt (g, X) > (¢, X', p) schreibt man gXX’pq’

qoaalqo (aez) )
doCI[Rap
dpaaRqg
950]Ra3 Anfangsphase erzeugt [w][syc]
a3C0[Rag
d30ISRag
doCINds )
9c]ING; (nichtdeterministisch)
qijOLg]
g Az0Lg % (1<k<n,Z,Z,eXU{]})
q Az 2zl (ND)
Qixl"'X"ZZRQin...Ym (ND) % Simulation
qizl...szZquizz...zmz
Qiz,. 7 |:Izlqizz.“z, (1<I<m)
di.0LgG
0i.ZZRq;, (fallsm = 0) )
de]JNav  (ND) )
qv]OLay

quallg®  (a€eZU{[})
g?bbLg? (b e ZU{[,O})
qa]DLga \ Erkennungsphase
GaaJRq (a€l)

gbbRq (b€ zU{[,O})
%

q]JNav

qi[[NGerk  (Qerk[E...00]) )

4.2.5 Platzbedarf fur Turingmaschinen

Definition: Sei 2 € TM(X),y= (Ko K1 I ... Kp) eine Berechnung und w € L(2(). Dann ist

¢ |Ki| = |GXB| falls Kij = (q’aaxaB)

« byg(y) == max{Jxi[|0 < i < n}

» bugy(w) = min{bvy (y)|y erkennt w}
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der Bandverbrauch von 2 fiir y, bzw. w.

Definition: 20 € TM heil3t linear beschrankt (21 € IbTM), wenn p > 1 existiert, so dal3 fiir alle w €
L(A)\e

bvg(w) < p-[w|

Korollar: Z1(2) = Z(Z,IbTM).
Grund: Simulationen erhalten linearen Platzbedarf/Bandverbrauch.

Definition: 2 € LBA(Z) (,linear beschrankter Automat”): ~2( € IbTM mit p =1, d.h. nur Eingabe-
felder werden benutzt.

Satz: £1(%) = Z(Z,LBA)
Beweis: (Idee) Kompression des benutzten Bandbereichs durch VergroRBerung des Arbeitsalphabets
r.=rP.

4.2.6 Deterministische TM, k-Band-TM

Reduktion nicht-deterministische TM auf deterministische TM in 2 Schritten:
1. Simulation einer nicht-deterministischen TM durch eine 3-Band-deterministische-TM.

2. Reduktion von k-Band-deterministischen-TM auf 1-Band-deterministische-TM.

deterministische k-Band-TM

Definition: 2 =< Q,%, T, o, d,F,8>€ k —dTM, wenn: &: Q x ' ——» Q x (I" x {L,N,R})¥ und sonst
wie TM.

Konfiguration: Q x (M x I x [*)k
Einzelschrittfunktion: simultanes Arbeiten auf k Bandern gemaR o.

Anfangskonfiguration: furwe *:
Ky = (QO,(E,a,V)(E,D,S)k_l) fallsw = av
~ | (%, (5,0,8)%) fallsw=¢

L(A) :={we Z*|kyF (q,...) mitge F}
Satz: Zu jedem 24 € TM laRt sich ein dquivalentes 2f € 3 —dTM konstruieren.
Beweis: FUr &y : Q x I — ps(Q x I x {L,N,R}), gelte r := max{|d(qg, X)|(qX) € Q x '}

Bezeichnung der Alternativen von 2 durch Elemente von [r] := {1,...,r}.
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Berechnung von 2L bestimmt ¢ € [r]*.
Umgekehrt: Auswahl einer Berechnung durch ein solches C als Steuerwort.

Band 1: Eingabe, wiederholtes Lesen.
Band 2: Erzeugung der Zahlenfolgen C € [r]*.

Band 3: Simulation von 2l gemal Band 2.

Sukzessive Berechnung aller € [r]*. Fir jedes ¢ Kopie der Eingabe auf Band 3. Dann Simulation
gemal Band 2.

Satz: Zu jedem 24 € k — dTM &Rt sich eine dquivalente 2( € 1 —dTM konstruieren.

Beweis: Simulation von k Béndern durch 1 Band mit 2k Spuren fiir k Bander und Kopfpositionen.
Arbeitsalphabet " := (I x {00, k})X.
Simulation eines Arbeitsschrittes von 2 :

Lesephase: Suchen der k gelesenen Symbole, speichern in endlicher Kontrolle. Problem: i-ter Kopf
rechts oder links vom Hauptkopf (Simulationskopf)? Lésung: Positionsvektor {I,r¥ in endli-
cher Kontrolle.

I k k
Q= QxI x{l,r}*x{1,...,k}

d—Argument

Schreibphase: analog zur Lesephase.

Korollar: Z(%,TM) = Z(Z,dTM).
Bemerkung: Fur LBA’s ist diese Frage offen: das LBA-Problem.
4.3 Aufzéhlbare und entscheidbare Sprachen

Intuitiv: L C >* ist aufzahlbar, wenn es ein effektives Verfahren (Programm) gibt, welches genau die
Elemente von L erzeugt (aufzahlbar = rekursiv aufzahlbar).
Préazisierung durch TM mit Ausgabe:

A=<Q,Z,INqo,F,0,0>c dTM(%)
A berechnet fy : * ——» Z* mit fy(w) =v: ~Agowd Ii oqvOBi
Bezeichnung: Konfiguration statt (q,a, X, B) kurz: agXp. Endkonfiguration K I/ .~k hat keine Folge-

konfiguration.

Beachte: Endzustande ohne Bedeutung.
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4.3.1 Aufzéhlbare Sprachen

Definition: L C Z* heift aufzahlbar, wenn 2 € dTM(Z) existiert mit Def( fy) = Z* und Bild(fy) =L
oder wenn L = 0.

Bemerkung: Aufzahlung von Z* (etwa der Lange nach), es gibt eine Aufzdhlung von L.
Satz: Fir L C Z* gilt: L aufzéhlbar AL € Z(Z,TM).

Beweis: (Idee)

1. L= 0: L aufzahlbar
Le Z(Z,TM),zB.2AmitF =0

2.L#£0
SN A € dTM(Z) mit fy total und Bild( fy) = L.
Konstruktion von ' € dTM(Z) mit L(2') = L.
Idee: Eingabe von w € Z* speichern, L aufzéhlbar und jedes aufgezéhltes Wort mit w verglei-
chen; bei Ubereinstimmung Endzustand, andernfalls weiter aufzahlen.

A 2 e dTM(E) mit L(2A) = L.
Konstruktion von " € dTM(Z) mit fy total mit Bild(fg) = L.
Idee:

(@) A so modifizieren, da Eingabe bei Erkennung ausgegeben wird. Dann gilt: Def(fy) =
Bild(fyy) = L.

(b) Damit 2’ bei jeder Eingabe ein Wort aus L ausgibt, folgender Trick: Teil der Eingabe als
Zahler zur Beschrénkung der Berechnungslange.

> ={ag,az,...,ar}mitr >2

Eingabe hat immer die Form:

(%) ajajw bzw. a] mitiZlundneN

2" simuliert dann 2I' mit Eingabe w, bzw. € und hdchstens n Schritten. Eine Ausgabe von
2" ist auch Ausgabe von 2.

Wurde nach n Schritten keine Ausgabe berechnet, so wird irgendein v € L als Ausgabe be-
rechnet: 21 mit Langenbeschrankung und Eingabe von €,a,a, ... bis zur ersten Ausgabe
laufen lassen

Es folgt: fyr total mit Bild( fy) = L.

Satz: % (2) G p(Z¥).

Beweis: Die Menge der Typ 0-Grammatiken tber Z 18Rt sich nach ihrer Grolle abzéhlen. Also ist
Z(Z) abzéhlbar (d.h. gleichmédchtig mit N).

p(Z*) ist jedoch uberabzahlbar (Diagonalverfahren nach Cantor).
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Einfachster Fall: |Z| =1, 2* = N3 = aaa.

L C 5%+ char, : N — {0,1},char, (n) =1~neL.

Angenommen, p(N) wiare abzahlbar. Dann gébe es eine Funktion f : N — {0,1} mit f(i, ) = 1~
mm (J) =1

01 2 3 4 5 6
0/0 1 0 0 1 O
11 01 0 0 O
2/0 1 1 1 0 O
3|1 1 1 0 1 O
4

Definiere Lgia C N durch
m'—dia(j) = 1 - f(J7 J)
Dann kann Lgja nicht in der Abzéhlung vorkommen.

4.3.2 Entscheidbare Sprachen

Eine aufzéhlbare Sprache L C >* kann zwar durch ein 20 € dTM(X) als L(2() erkannt werden. Da aber
die Berechnung von 2l bei Eingabe von w € Z* nicht terminieren muf, 188t sich im allgemeinen auch
nicht entscheiden, ob w € L oder w ¢ L.

Intuitiv: L C * ist entscheidbar, wenn es ein effektives Verfahren gibt, welches fir jedes w € 3 fest-
stellt, ob w € L oder w ¢ L gilt.

Prazisierung durch eine dTM mit Ausgabe

Definition: L C =* heiBt entscheidbar: ~ es gibt 2 € dTM(Z) mit Def(fy) = =* und L = fy }(€)

Satz: Fir L C Z* gilt:
L entscheidbar .~ L und Z*\L aufzéhlbar.

Beweis:

-~ L entscheidbar, 2 € dTM mit fy total und L = f3*(g).
Konstruiere 2’ mit L(2(") = L und A" mit L(2") = Z*\L durch passende Wahl der erkennenden
Endzustande.

- 2 € dTM(Z), fy, total, Bild(fy,) = L, bzw. Bild(fg,) = Z*\L.
Konstruiere ,,Endscheidungs-Turingmaschine® nach Reilverschlu3prinzip:
w € ¥, berechne fy, (€), fa, (€), fay (a1), fo, (A1), .-
bis fy, (V) = w.
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Satz: DEC(Z) := {L C Z*|L entscheidbar } & %(2)

Beweis: (ldee) Die ,,Selbstanwendungsmenge“ ist nicht entscheidbar (Diagonalisierungsprinzip).

Satz: Jede Typ 1-Sprache lber X ist entscheidbar.
Beweis: Sei G eine Typ 1-Grammatik liber > und w € *.

Fall1: w=¢eelLAS—¢€inP

Fall 2: w# ¢g,w e L3 Ableitung S= 01 = ... = a, =w mit |a;| < |w|. Nur endlich viele solcher
Ableitungen (kdnnen einfach durchgetestet werden).

O
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Unentscheidbare Probleme

Ziel: Die folgenden Probleme sind unentscheidbar:

» Das Wortproblem fiir Typ 0-Beschreibungen (Haltproblem fir Turingmaschinen, siehe Vorle-
sung ,,.Berechenbarkeit und Komplexitat*).

 Das 0-Problem fiir Typ 1-Beschreibungen.
« Das Aquivalenzproblem fiir Typ 2-Beschreibungen.

Bemerkung: Das Aquivalenzproblem fiir DPDA’s wurde kiirzlich als entscheidbar nachgewiesen.
Hilfsmittel: Das Postsche Korrespondenzproblem (vgl.,.BuK®).

Seien w = (W1, Wsp,...,Wp) und v = (V1,Vo,...,Vy) mitwj,v; e Z*und 1 <i<n.

Dann heif3t (iy,...,ik) € {1,...,n}k eine Losung von PCP(w, V), fall wi,wi, ... Wi, = Vi, Vi, ... Vj,.
Es gilt: Das PCP ist unentscheidbar.

Beweis: (Idee) Reduktion des Haltproblems fiir TM auf das PCP.

5.1 Das 0-Problem von IbTM

Satz: Das 0-Problem von IbTM ist unentscheidbar.

Beweis: Reduktion des PCP auf das 0-Problem von IbTM.
Sei w = (Wq,...,Wy),V=(V1,...,Vq) € (Z*)". Konstruktion von 2(w,Vv) € IbTM mit

PCP(w,V) losbar ~ L(2((w,V)) # 0
20(w,V) erzeugt bei Eingabe von u € >t alle Indexfolgen (i, ...,ik) € {1,...,n} mitk < |u]. (Idee:
Eingabe als Zéhler verwenden) und pruft jeweils, ob w, Wi, . .. Wj, = Vi, Vi, - . . Vj,.

2 erkennt u, falls eine solche Indexfolge auftritt. Platzbedarf linear in |ul.
Ware 0-Problem fiir InTM entscheidbar, so auch PCP: Widerspruch.

47
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5.2 Schnittproblem fur kontextfreie Grammatiken

Satz: Es ist nicht entscheidbar, ob fiir G1, G, € CFG gilt: L(G1) NL(G2) = 0.
Beweis: Reduktion des PCP auf dieses Schnittproblem.
Sei W= (W1,...,Wp) und v = (vq,...,Vq) € (Z*)". Konstruiere Gy, Gy € CFG, so daf}

PCP(w,V) losbar ~ L(Gy) NL(Gy) # 0

S:=3u{bg,...,b} ~Indexsymbole“
Gy analog

Es folgt: Ly := L(Gw) = {Wi, ... w;. b ...bj, |k > 1,1 <'iy < n}, Ly analog und
LwﬂLv# mnail,.,lk E {1,...,n}
Wi, - --Wikbik A bi1 =Vj, . --Vikblk ... bi1

also wj, ... wj, = Vi, ...Vj ~PCP(w,V) l6sbar.

O
Korollar: Das Schnittproblem fiir DPDA’s ist nicht entscheidbar.
Beweis: Gy, und G, sind durch deterministische Kellerautomaten simulierbar.
Idee: w;’s in den Keller lesen und dann mit den b’s l6schen.

O

5.3 Aquivalenzproblem fiir CFG

Satz: Es ist nicht entscheidbar, ob fir G;, G, € CFG gilt:
L(G1) =L(G2)

Beweis: Reduktion des Schnittproblems fiir DPDA’s auf das Aquivalenzproblem von CFG.
Beachte:

1. Zu A € DPDA(Z) 14kt sich 2 € DPDA(Z) konstruieren mit L(2A) = L(2A).
2. Zu € PDA(Z) laBt sich Gy € CFG(Z) konstruieren mit L(Gg) = L(2).

3. Zu G1,G; € CFG(Z) 14kt sich G, € CFG(Z) konstruieren mit L(Gy) = L(G1) UL(G).
Hieraus folgt fiir 2(;,2> € DPDA(X):

L(21) UL(2A2) =0 L(2A1) C L(A2)
L(2() C L(ﬂz)
JUL(RL2) = L(2An)

MDD DD
AﬁéﬁA

Die Entscheidbarkeit der Aquivalenzproblems fiir CFG wiirde somit die Entscheidbarkeit des N-
Problems von DPDA’s implizieren.

O
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5.4 Mehrdeutigkeitsproblem

Satz: Es ist nicht entscheidbar, ob ein G € CFG mehrdeutig ist, oder nicht.
Beweis: Reduktion des PCP auf das Mehrdeutigkeitsproblem.
Seien w = (W1,...,Wp) und v = (vi,...,vn) € (Z*)", 2 := ZU{by,...,by }. Konstruktion von

G(W,V) — S — AW|AV
Aw — WiAybi|w;ib; (1<i<n)
Ay = ViA,bj|vib; (1<i<n)

Es folgt:
(i1,...,i) I6StPCP(W,V) Wi, ... Wj = Vj, ...Vj,
2% Wil---Wikbik---bil:Vil---Vikbik---bilzz
A S=ASZundS=A S Z
v Gyy) mehrdeutig

Zusammenfassung siehe Folie 4.4

5.5 Komplexitat der entscheidbaren Probleme

5.5.1 Aquivalenzproblem bei Typ 3-Beschreibungen
DFA: p(n?)

NFA/RegE: exponentiell, NP-hart, PS-vollstandig
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5.5.2 Wortproblem
DFA: linear

CFG: p(n3)
CSG: exponentiell, NP-hart, PS-vollstandig



Index

e-Hiille, 9

e-frei, 21-23
k-aquivalent, 15
uvwxy-Theorem, 25
aquivalent, 14

Ableitung, 13
Ableitungsautomat, 13
Ableitungsbaum, 18
Ableitungsrelation, 17, 33
Ableitungsschritt, 17
Algorithmus von Thompson, 11
Anfangszustand, 8, 27, 38
Arbeitsalphabet, 38

aufzahlbar, 43, 44

Automat, 8, 9, 11, 16
Automaten, Mealy, 16
Automaten, Moore, 16
Automaten, zustandsminimale, 14

Bandverbrauch, 42
Blank, 38

Cantor, 44
Chomsky-Grammatik, 33
Chomsky-Normalform, 23

deterministisch, 29

deterministischer endlicher Automat, 8
Diagonalisierungsprinzip, 46
Diagonalverfahren, 44

eindeutig, 18

Eingabealphabet, 8, 38
Eingabesymbol, 27

einseitig linear, 19
Einzelschrittrelation, 27

endliche Kontrolle, 38
Endscheidungs-Turingmaschine, 45
Endzustandsmenge, 8, 38

51

entscheidbar, 45
Entzustandsmenge, 27

erkannte Sprache, 9
Erkenungslauf, 12

erreichbar, 14, 20, 21

erweiterte CFG, 30

erweiterte Transitionsfunktion, 9
erzeugte Sprache, 17

Faktorautomat, 14

Grammatik, 21
Grammatik, dquivalent/reduziert, 21
Greibach-Normalform, 23

Iterationslemma, 12
Iterationszustand, 12

Kellerautomat, 27
Kellerspeicher, 27
Kellerstartsymbol, 27
Kellersymbolen, 27
Kettenregel, 22
Konfigurationsmenge, 27
kontextfreie Grammatik, 17
kontextsensitiv, 34

LBA-Problem, 43

linear beschrénkt, 42

linear beschrankter Automat, 42
Linksableitung, 18
Linksableitungsschritt, 18
linkslinear, 18

Linksrekursion, 23, 24
linksrekursiv, 24
linksrekursiver, 23

mehrdeutig, 18

nicht deterministischer Automat, 9
nicht erreichbar, 21



52 INDEX

nicht produktiv, 21
nicht-deterministischer endlicher Automat, 9
normiert, 34

Platzbedarf, 36

produktiv, 20, 21
Pumping-Eigenschaften, 26
Pumping-Index, 12, 26, 28
Pumping-Lemma, 12, 24, 25
push down store, 27

Quintupel, 38

Rechtsableitung, 18
Rechtsableitungsschritt, 18
rechtslinear, 19

reduziert, 20

Regelbaum, 18

regulédre Ausdriicke, 7, 16
reguldren Sprachen, 8
ReilverschluRRprinzip, 45
rekursiver endlicher Automat, 31

Schleifenkonfiguration, 29
Selbstanwendungsmenge, 46
Semantik, 9

Substitutionsabbildung, 24, 25, 29, 35
Substitutionssatz, 24
Substitutionssprachen, 24

Thompson, Algorithmus von, 11
Transitionsfunktion, 8, 27, 38
Turingmaschine, 11

\orgéngerabschluf3, 20
\Vorgangermenge, 20

wachsender Lange, 36, 37

Zustand, 27
Zustandsmenge, 8, 38
Zustandsreduktion, 13, 14



