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Kapitel 1

Alphabete, Worter, Sprachen

Zeichenreihen als Grundobjekte in der Informatik

1. Grundbegriff

3. : Alphabet, nicht-leere, endliche Menge
a € Y : Buchstabe, Charakter, Symbol

2. Grundbegriff

>* : Menge der Worter iiber X

¥ :={a,as,...,a, | n €N,q; € X}
Worter, Zeichenreihen, Zeichenketten, Strings

n = 0 : das leere Wort, Bez.: €

Operationen auf ¥*:

o Verkettung (Konkatenation)

D Y D I Y (W, V) —Ww-V:i=wv

Es gilt:

1. - ist assoziativ: (u-v) - w=u- (v -w)

2. eist - - (verkettungs-) neutral 1 ¢ - w=w-e=w
Sprechweise: < ¥*; _ - _; e > ist eine Halbgruppe mit Eins (Monoid) .

Bemerkung: freie Erzeugung.

e Linge eines Wortes: w = ajas...a, € X%, |aj...a,| := n, falls alle a; € 3,

also: |e| = 0 und |wv| = |w| + |v|



3.

Potenzen eines Wortes w € >* :

et = ¢
(wa)® = a(w)?
Grundbegrift:

p(X*): Menge der sogenannten formalen Sprachen iiber ¥. Eine (formale) Sprache (iiber )

ist eine beliebige Teilmenge von ¥*. Es bestehen folgende Beschreibungsméglichkeiten fiir

Sprachen: Automaten und Grammatiken.

(Potenzmenge = Menge aller Teilmengen)

p(X*) :={L| L CX*}

Beispiel: 0, {e}, {wq, wy, ..., w, }, X

Operationen auf p(3*)

Boolesche Operation: L; U Ly, Ly N Ly, L :=3* \ L

Komplexprodukt (jeder mit jedem): Ly Lo := {wyws | w; € L;}
LL :={wjwy | w; € L}

Potenzen einer Sprache:
L% :={e} (weil {¢}L=1)
Lt = LI"

Stern einer Sprache (Iteration / Repitition) (unendliche Sprache)

L*:=JL" (incl ¢)

neN
Lt :=LL*=|J (exclLe)
n=1

Spiegelbild einer Sprache
LE = {wh | we L}

regulére Operationen
LiyULy, LiLy, L*



Kapitel 2

Regulire Sprachen

2.1 Regulidre Ausdriicke

endliche Beschreibungen unendlicher Sprachen

wesentliches Hilfsmittel: Stern *

Definition Syntaz
Sei X ein Alphabet.
Die Menge RA(X) der reguldren Ausdriicke iber 3 ist induktiv definiert durch:

1. A € RA(Y)

2. a € RA(D) fiir jedes a €

3. (aV B) € RA(D) falls o, B € RA(Y)
4. (a- ) € RA(Y) falls o, § € RA(Y)
5. (a*) € RA(Y) falls a € RA(Y)

Vereinfachte Schreibweisen

e Prézedenzregeln, um Klammern zu sparen

— % bindet starker als -

— - bindet starker als V

e Das - wird unterdriickt

Beachte: RA(Y) ist selbst eine formale Sprache:
RA(E) c (E U {A7 (’ )’ 5V, *})*



Definition Semantik
Ein reguldarer Ausdruck beschreibt eine formale Sprache iiber 3:
[-1: RA(E) — p(X7)

o [A]:=10

[a] := {a)

[(av )] = [a] v [4]

[ 8] = [a][8] (Komplexprodukt)
o [a'] =[]’

Die so beschreibbaren Sprachen heiflen reguldr.

Definition Die Klasse REG(X) der reguléren Sprachen iiber ¥ ist induktiv definiert durch:
e ),{a} e REG(X)VaeX
e L' ¢ REGX)~ LUL'| LL!, L* € REG(Y)

Anwendungen:

Dateiauswahl: Is *.ps

Textsuche: egrep -E 'Gr(ae—i)del” publications.txt

Suchmaschine: and, not

Symbolklassen FlieBkomma in C

— ExpPart [eE][-+]7[0-9]+
— FractConst ([0-9]*”-7[0-9]4+)—([0-9]4"+)

e WHILE-Programme : formale Pfadsprachen

Die Menge WP der WHILE(-Programme (Prof. Thomas) ist induktiv aufgebaut tiber den
Mengen

A={X;=X;+1,X,:=X;,—1]i€N} und

B :={X,; > 0] i€ N} durch:

1. ACWP
2. P,QeWP A begin P; Q end € WP
3.b€B, PLQEWP ~ if bthen P else Q € WP

4. be B, Pc WP ~ whilebdo P e WP



Sei Xparg := AU (B x {true, false})
bfaise == (b, false)
birue := (b, true)

Fir P € WP definieren wir die formale Pfadsprache L, C (3% 4rm)
1. L, :={a} firaec A
2. LM P; Q end -— LPLQ
3. Lis b then P etse @ = {btruc}Lp U{braise} L
4. Lwhile bdo P = ({btrue}LP)*{bfalse}
es folgt: Beschreibung von Lp durch ap € RA(Xpary), ndmlich:
1. o, i =a
2. cheﬂ P; Q end ‘= aplq
3. ai b then P else Q; -— btrueaP \ bfalseaQ

4. Qhile b do P += (btrueap)*bfalse
Beachte: Analogie zwischen WP und RA(Xpary)

Jedoch: Abstraktion von Anweisungs- und Bedingungssemantik

Definition P~ @ :~ Lp=Lg

PATH

Folgerung: P~ Q:~nP~Q (dh fp= fg)

PATH

il il
entscheidbar durch endl. unentscheidbar
Automaten
o ol €5
a) = [a]
ﬁ(E RA) = REG(Y)

Standardprobleme fiir RA(X):

e Wortproblem (matching Problem)
Gilt w € [o] fir w € ¥* und o € RA(Y)

e Aquivalenzproblem
Gilt [o] = [F] fir a, 8 € RA(Y)

e Leerheitsproblem
Gilt [a] = 0 fir « € RA(Y)

Alle Probleme sind mit endlichen Automaten entscheidbar.



2.2 Deterministische endliche Automaten (DFA)

Definition: Seien () und ¥ nicht-leere, endliche Mengen.
GeERQFCQundd:QxX—Q
Dann heifit A =< Q, X, 6, qo, F' > ein deterministischer endlicher Automat iiber ¥
mit der Zustandsmenge )
dem Eingabealphabet X
der Transitionsfunktion
dem Anfangszustand qq
und der Endzustandsmenge F

Darstellung von 2 durch Transitionstafel und Zustandgraphen.

Definition: % =< @, %, 0, qo, F' >€ DF A(Y) bestimmt die erweiterte Transitionsfunktion
0:Q x ¥* — @ mit

6(q,€) =g

d(g, wa) == 6(d(q, w), a)

(* oder: §(q, aw) := §((q,a), w) *)
und damit die von 2 erkannte Sprache: L(2) := {w € ¥* | 6(go, w) € F'}

Ziel: £(S, DFA) = REG(Y)

Hilfsmittel: nicht deterministische Automaten!

2.3 Nicht deterministische endliche Automaten (NFA)

Def. Seien @), 33, qo, F' wie bei einem 2t € DF A
ferner X, ;=X Ueund 0 : QU X, — p(Q)

Dann heifit 2 =< Q, X, 0, qo, F' > ein nicht deterministischer endl. Automat diber X

Es folgt: DFA(X) C NFA(Y)

(Hinweis: Worttransitionen sind durch Zwischenzustéinde simulierbar)

Semantik eines Automaten 2 € NFA(X):
Menge der Konfigurationen von 2 : ¢ x >*
Transitionen: V ¢, ¢ € Q,w € ¥*,a € X definieren wir:

1. 3-Transitionen: (¢, aw) F (¢',w) ~ ¢ € d(q,a)
2. eTransitionen: (¢, w) F (¢, w) ~ ¢ € (q,€)

Dann ist die durch 21 erkannte Sprache definiert als:
L) := {w € ¥*|(qo, w) F* (q,€) mit ¢ € F'}



Ziel:
a € RA(X) — Aa)e NFAX) — Ala)p € DFA(X) mit
[o] = L(A(a)) = L(A(a)p)

Definition: Sei 2 € NFA(Y).
Der Potenzmengenautomat Ap := < Qp,2,0p, qo,p, Fp > € DF A ist definiert durch:

¢ Qp={TCQ|IweT :T={g€Q] (q0.w) " (g,€)} (Zustinde von 2Ap)}
® qop =19 € Q| (q0.€) " (q,€}

o [, :={T€Qp|TNF#0}

® dp:Qp XX —Qp

e 0p(Tya) :={¢ € Q| (g.a) " (¢,€) fiir ein ¢ € T'}

Beachte:
T CQp
A~ TwerX :T={¢ Q] (qw)F* (¢ e}
~ 6p(T,a) ={q' € Q| (qo,wa) F* (¢;€)} € Qp

Lemma: Sei % € NFA(Y). Dann gilt: L() = L(2Ap)

Beweis: Zunéchst zeigen wir, daf§ fiir alle w € ¥* und q € @ gilt:
qec gp(qu, w) 2" (qg, w) F* (q, 6) (q liegt im Folgezustand des neuen PM—Automaten)

DFA NFA
Induktion:
() w=e
qc g(qop, €)
4 € qQop
(2% <QO7 6) =* ((LE)
(i) w = w'a:
q € dp,w'a) = 0p(qop, '), a)
~ 3¢ €dplqo,,w'): (¢ya)F (g,¢)
~ 3¢ €Q: (q,w'a) F (¢a) F* (g,¢)
~ (qo,w'a) F* (g €)

Daraus folgt die Behaupung;:
weL®) ~ JqgeF:(q,w)H (g€
~ q€0p(qop,w) und g € F
2y SP(QOP,’LU) el AW e L(le)



2.4 Synthese und Analyse endlicher Automaten

Synthese:
Konstruiere fiir § € RA(X) einen dquivalenten 2(0) € NFA, d.h. [6] = L(2(9))

Der Algorithmus von Thompson

Idee: 2A(J) hat genau einen Endzustand qy,
qo ist Quelle, qy ist Senke (im Zustandsgraphen)

@ @
-ah) =
-Ala),a € X =

Korollar: REG(X) C L(X,DFA)

Analyse:

Konstruiere fiir 8 € DFA(X) einen a(A) € RA(X) mit [a(A)] = L(2)
A=<Q,%,0,q1, F > DFA(X) und Q = {q1, .-, qn}

Fir¢,5 € {1,...,n} und k € {0,1,...,n} definieren wir

VVZ’; = {w € ¥*| w iiberfiihrt ¢; in ¢; ohne Benutzung von gy41, ..., g, als Zwischenzusténde}.

Dann gilt:
L) = U Wy

q;EF



Somit geniigt der Nachweis der Regularitdt der Sprachen WZ';

Induktion tiber k:
i) k=0:  WJ C X ist regulir ({e} = [A*])
i) k-1—k : WE = Wit uwi (Wit wiE!

Korollar: (Satz von Kleene)
L(S,DFA) = REG(Y)

Korollar: REG(Y) ist auch abgeschlossen unter N, -

Beweisidee: a) Komplement: F’' := Q \ F
b) LiNLy, = LiUL,y

2.5 Das Pumping - Lemma

Hilfsmittel zum Nachweis nicht-reguldarer Sprachen
Satz: (Pumping-Lemma, Iterationslemma)
Sei L € REG(X), Dann 3 k € N, so daB fiir jedes x € L mit |z| > k eine Zerlegung x = uvw

mit folgenden Eigenschaften existiert:
L o >1
2. Juv| <k
3. |uv'w| € L fiir alle ¢ € N, insbesondere fiir ¢ = 0

Beweis: Sei 2 € DFA(X) mit L() = L und k = |Q)|. Sel z € L mit |z| > k

Erkennung von x in 2:

Im 1. Abschnitt wurde u erkannt
Im 2. Abschnitt wurde v erkannt
Im 3. Abschnitt wurde w erkannt

Seien ¢/ @ das erste Wiederholungspaar von Zusténden, so folgen die Eigenschaften

1-3 &



Beachte:
Das Pumping-Lemma beschreibt eine notwendige, aber nicht eine hinreichende Eigenschaft

regulérer Sprachen, daher ist es geeignet zum Nachweis nicht-regulédrer Sprachen.
Beispiel: L = {a""|n > 1} ¢ REG({a,b})

Beweis: Angenommen, L € REG(X). Dann 3 k € N mit den Eigenschaften des Pumping-

Lemmas, “Pumping-Index”

Fiir = a*b* mufl dann eine Zerlegung existieren a*b* = uvw mit v # () und |uv| < k, also

ve{a |i>0} und uw = a*PIHF € L Widerspruch! &

2.6 Zustandsreduktion endlicher Automaten

Ziel: Konstruktion endlicher Automaten mit minimaler Zustandsanzahl

Definition: Fiir L C ¥* und w € ¥* heifit d,(L) (dy(L) ist das, was auf w in L folgt)
dw(L) :={v e ¥* | wv € L} die Ableitung von L nach w

Lemma: Sei L = L(2) fiir 4 =< Q,%,6,q, F >€ DFA(Y).
Dann gilt fiir D(L) = {d,(L) | w € £*} |D(L)| < |Q| (D(L) ist Menge aller Ableitungen)

Beweis:
Fiir ¢ € @ bezeichne L(q) := L(< Q,%,0,q, F' >). Dann gilt:

dw(L) = duw(L(g)) = L(6(qo,w)) O

Definition: Der Ableitungsautomat 2y, := < D(L),%,0,q0, F > € DFA(Y) ist fir L €
REG(Y) definiert durch:

o Fi={d,(L) | we L} (dh cedy(L))
d 5(dw(L>a a) = dwa(L) (Instanz von 6(q,a) = q')

Beachte: dy,(L) = dy(L) ~ dype(L) = dyo(L)
Lemma: L(2;) =L

Beweis:

weLE®AL) i~ dq,w)EF A~ dy(L)eF ~ welL %



Korollar:
1. Der Ableitungsautomat ist zustandsminimal

2. Fiir L C ©* gilt: L € REG ~ |D(L)| < o0

Zustandsreduktion

Konstruktion einses zustandsminimalen Automaten aus einem gegebenen Automaten durch:
e Weglassen nicht erreichbarer Zustidnde
e Verschmelzen dquivalenter Zustande

Dann heif3t:

e g €Q erreichbar : ~ Fw € X*: §(qo,w) =¢q

e ¢ ~ ¢ (Aquivalent) : ~ L(q1) = L(go)
Wenn die Menge der Beschriftungen gleichist , dann ist auch die Menge der Zustédnde gleich

Definition: Fiir 2 =< Q, %, 9, qo, F >€ DFA(X) ist der
Faktorautomat (Teilklassenbildung) %/ ~ == < Q, %, 5,40, F > DF A(X) wie folgt definiert:
Fir ¢ € @ sei [¢] :=={q' | ¢ ~ ¢’}

o Q:={[0(q,w)] | wex}

® Go == [qo]

o I':={[q] | g€ F} 8(q,€) ==1¢q
e 0([q], a) == [5(q, a)]

Beachte: ¢ ~ ¢ ~ L(q) = L(¢') ~ d(g,a) ~ (¢, a)

Lemma: Fiir 2 € DFA(Y) gilt (bis auf Zustandsnamen) :

A/~ = Ay

Insbesondere ist 21/ ~ dquivalent zu 2, und es folgt:

Zustandsminimale Automaten sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei 3: Q — D(L(2)) definiert durch 8([6(go, w)]) := duw (L (1))

[ ist unabhéngig vom Repréasentanten w € X* :

3(qo, v) ~ d(qo,w) ~ L(6(qo,v)) = L(0(qo, w) ~ duw(L()) = dy(L(2A))



e [ ist bijektiv, weil die obige Folgerung umkehrbar ist.

e (3 ist strukturerhaltend:

= B(lao]) = B([6(q0, €)]) = de(L(2))

Anfangszustand des Ableitungsautomaten

= (g0, w) = q € F': B([0(qo, w)]) = du(L(2))
Endzustand des Ableitungsautomaten

) = (g0
~ 0([6(q,w)],a) = [0(qo, wa)]
A 0(dw(L(A)),a) = dua(L(2))

Verfahren zur Zustandsminimierung:

e Weglassen nicht erreichbarer Zusténde

e Verschmelzen édquivalenter Zustande

Definition: Sei % =< @Q,%,0,qo, F' >€ DF A und jeder Zustand erreichbar; ferner & € N,
q1,q2 € Q. Dann sagt man:

o ¢ k-diquivalent gs (1 X ¢2): A Yw € 3%, Jw| < k:w € L(q)) ~ w € L(g)

e 2 induziert die Abbildungen R* : Q¥ — {0,1} mit 7*(q1,q2) = 1:~ @ J o

Diese konnen als Matrizen R* = (r*(g;, ¢;))};—; mit n = |Q| dargestellt werden.

Beachte: 7*(q;,q;) = r*(q;, ¢:)

Berechnung der k-Aquivalenzen

0
e qi~p~ (nEF ~ gel)

k 0 k
o'V~ o~ g2 und 5(qr, ) A 6(g2,a)Va € T

Lemma: Es gibt ein k € N, so da8 fiir alle n € N: RF = RF"

Beweis: Da 7%(q;, ¢;) =0 ~ r*1(q;, ¢;) = 0 muB es ein k geben mit r* = r#+1,

Dann muf auch 7% = r*"vyn € N:

Sei r*(q1, q2) = ™" qu, q2) = 1, also ¢ i ¢o und ¢o ! Go.

Sei ferner ay, ..., agro € L(q1)

d(q1,a1) J d(g2, ay), also auch 0(qy,aq) o d(qe, a1)

Somit ag, ..., agre € L(0(qa,a1)) und aq, ..., agro € L(go)

Wegen Symmetrie folgt ¢; b2 g2 &



Markierungsalgorithmus

Eingabe: 2 =< @, X, 9, qo, FF >€ DF A Jedes q € @ ist erreichbar.
Ausgabe: Aquivalente Zusténde

Verfahren:
e Tabelle aller Zustandspaare {q, ¢’} mit ¢ # ¢
e Markiere alle Paare {¢,¢'} mit ¢ € F und ¢’ ¢ F' oder umgekehrt

e Fiir jedes unmarkierte Paar {¢, ¢’} und Eingabesymbol a € 3, teste ob {0(q,a), (¢, a)}

markiert. Wenn ja, markiere {q,q'}.
e Wiederhole letzten Schritt, bis keine Anderung mehr erfolgt.
e Unmarkierte Paare reprisentieren dquivalente Zusténde.

Bemerkung: Implementierung mit O(|Q|?) Zeitkomplexitiat moglich.

2.7 Entscheidbare Eigenschaften

2.7.1 Deterministische endliche Automaten (DFA)

e Wortproblem: w € L(2)? fiir w € ¥* und % € DFA(Y)
Durch Eingabe in |w| 4+ 1 Schritten entscheidbar.

e (-Problem: L(2A) = (7 fir 24 € DFA(Y)
Durch Eingabe aller Werte w mit |w| < |@| entscheidbar.
Beachte: w € L(21), |w| > |Q| ~ Jv € L(A), |v| < |w]
Verfahren: testen, ob F' von qq erreichbar ist.
Durchfiihrung in O(|Q|?)-Zeit. Bei geschickter Implementierung der Mengenoperatio-

nen auch besser.

e ~-Problem: L(2) = L, (2')? fiir A%’ € DFA(Y)
Reduktion auf das (-Problem:
L) =L) ~ L) C L) und L(A) C L(2A)

A LE)NLE) und L) N L) =0

A1 A2
(Komplementautomat = Komplement der Endzusténde)

2 Produktautomaten mit |Q||Q’| Zustinden auf @ testen.
~-Problem ist in O(|Q[*|Q|?) 16sbar.



2.7.2 Regulidre Ausdriicke, nicht-deterministische Automaten (NFA)

Durch Transformationen in DFA’s sind alle drei Probleme entscheidbar.
Aber der Aufwand steigt:

e Wortproblem: O(|a||w|)-Zeit bzw. O(|a||w|)-Platz
e ()-Problem: NFA wie DFA behandeln. RA — NFA in O(|a|)-Zeit mit |Q] < 2(«a)

e ~-Problem: NP-hart (Problem € NP = P <,, ~-Problem)

2.8 endliche Automaten mit Ausgabe

Idee: Bei Zustandsiibergéngen erfolgt sequentielle Ausgabe

Definition: Sei < @, X, 0, qo, F' >€ DF A, A ein Ausgabealphabet (nicht-leere, endliche Menge)
und A : Q x X — A eine Ausgabefunktion.
Dann heifit 2 =< @, 3,0, ¢ A > ein Mealy-Automat

2 berechnet die sequentielle Transformation fy : 3% — A* Bsp: f(aab) = bee

mit fy(€) := e und fo(wa) = fu(w) - A(0(qo, w), a) ola, b (a, c) (b, c)

qo0 q1 D) q3

2.9 Automaten als abstrakte Programme

2.9.1 GOTO-Programme

GOTO-Programme sind aufgebaut iiber den Mengen
A={X,=X;,+1,X,:=X,—1| i€ N} (Anweisungen)
und B :={X,; =0 | i € N} (Bedingungen)
namlich als Zeichenreihen der Form 1 : aq; 2: a9 ...; k : oy mit
a; € AU{if bthen jo else j1 | b€ B,1 < jo,j1 < k} und o = STOP
Sei Xpary := AU (B x {true, false}). Fiir ein GOTO-Programm P =1: a4, ..., k: STOP
definieren wir ein Ap =< Q, Xparw, 9, qo, F > € DFA(X)

e Q=A1, ..., k, 0}
e ¢o=1
o ['={k}

e 0(i,a)=i+1fallsi:ain P;a€ A
oz brue =] L. . .
(,Z’ truc) ‘7,0 } falls i : if b then jo else j;
5(Z7bfalse) =N T
d(i,c) = 0 sonst



Definition: Lp := L(2p) heifit formale Pfadsprache von P
P ~ Q LN Lp = LQ

PATH

Lemma: P~ @ ~ P~Q (aber nicht umgekehrt)

ATH
entscheidbar unentscheidbar

2.9.2 Parallele Programme, Verteilte Systeme

Reduktion von Parallelitdt auf Nichtdeterminismus. b
Fiir Aktionen a und b wird a || b := ab V ba m
NFA zur Modellierung verteilter Systeme

Beispiel: Deadlocks als Senkzustédnde Bsp. MS-Windows






Kapitel 3

Kontextfreie Grammatiken und

Kellerautomaten

3.1 Kontextfreie Grammatiken

Definition: Seien N und ¥ nicht-leere endliche Mengen mit N N'Y = ().
Sei P C N x (NUX)* mit |[P|<ocound S €N

Dann heifit G =< Q, 3, P, S > eine kontextfreie Grammatik.
Bezeichnung: G € CFG(Y)

Bezeichnungen und Konventionen

A B,C,... € N Nichtterminalsymbole

a,b,c, ... € Y Terminalsymbole

S € N Startsymbol

X, Y, Z, .. € X = NUZYX (Symbole der Grammatik)
a, 3,7, ... € X* Satzformen

U, v, W, ... € X¥* Terminalworter

A— a:=(Aa) € P Regel, Produktion

Definition: Sei G =< N, ¥, P,S >¢ CFGund r = A — a € P.
7 bestimmt eine Ableitungsrelation: =, C X* x X*
mit By =, B2 ~ es existiert ein Kontext vy, v, € X*,
soda 81 =71 A7
und Ba=7 a7
Dann heifit das Tripel (1,7, v2) auch Ableitungsschritt
G bestimmt die Ableitungsrelation =g C X* x X* durch

=g = |J ==
TeP
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und damit die von G erzeugte Sprache L(G) := {w € X* | § =¢ w}

[e.e]

=g = |J B¢ (reflexive und transitive Hiille)

n=0

Es folgt: w € L(G) ~ 3ag,aq,...,ap, € X*

und my, ..., € P 1S =g =5, 1. =n, Qp =W
Bezeichnung: CFL(X) :={L C ¥* | 3G € CFG(X) : L(G) = L}

Ableitungsbdume, Rechts- und Linksableitungen, Ein- und Mehrdeutigkeit

Sei § =< N,%, P, S > CFG

Darstellung von Ableitungen durch Baume

1. Eine Regel m = A — x4, ...x,, bestimmt den Regelbaum /A\ Spezialfall A fiir
X3 ¢
n=>0 n

2. Eine Ableitung A = a1 = ay = ... = a, bestimmt den Ableitungsbaum durch
entsprechendes Verkleben der Regelbdume.
Definiert durch Induktion iiber n € N.

e n = 1 Regelbaum

en—n+1A= a; = ..= q, habe den Ableitungsbaum: X/
Q= Qpy1 Mit dem Ableltungsschrltt 7: B — [B(u,m,0) Xn
Dann entsteht der Ableitungsbaum von A = a1 = ... = Q41

durch Anhéngen des Regelbaums von 7 zwischen u und v.

Folgerung: Ein Ableitungsbaum représentiert eine Klasse von Ableitungen, die sich nur in
der Reihenfolge von Ableitungsschritten unterscheiden. Ein Ableitungsbaum représentiert

die relevante syntaktische Struktur.

Definition: FEine Ableitung heifit Rechtsbleitung (Linksableitung), wenn jeder Ableitungs-

schritt (o, 7, 3) ein Rechtsableitungsschritt, d.h. 5 € ¥* (Linksableitungsschritt, d.h. o € ¥*)
ist.

Schreibweise: = bzw. 7

Folgerung: Ein Ableitungsbaum hat genau eine Rechts- und genau eine Linksableitung.

Definition:

e G € CFG(X) heifit eindeutig :~ zu jedem w € L(G) gibt es genau eine Rechtsableitung
S=2a= ... 2w



e G heiBt mehrdeutig :~ nicht eindeutig.
Beispiel fiir Mehrdeutigkeit: a + b * ¢

3.2 Einseitig-lineare Grammatiken

Def. Sei G =< N, ¥, P, S >e CFG.

e Dann heifit G linkslinear, wenn fiir jedes m = A — « € P gilt: a = Bw oder a = w fiir
einw e X*und Be N

e Gilt stattdessen o = wB oder a = w fiir jedes m € P, so heifit G rechtslinear

o G einseitig-linear :~ G linkslinear oder G rechtslinear.

Ziel: {L(G) | G linkslinear}
={L(G) | G rechtslinear}
={L(G) | G einseitig — linear} = REG(X)

Satz: L(X,NFA) = {L C ¥*|L = L(G), G rechtslinear}

Beweis: 1.) “ 27
Sei G =< N,X, P, S > rechtslinear. Auffassung von G als 2 =< Q,X,6,qy, F >¢ NFA
Q:=NU{q} gy neu
qo =S
F={qs}
d(A,w) > B, falls A — wB in G existiert.
d(A,w) 3 gy, falls A — wB in G existiert.
Offensichtlich: L(G) = L(2)
Wortiibergénge durch Zwischenzusténde beseitigen.
2.)“C”
A=< Q,X,0,q, F > NFA kann ebenso als rechtslineare Grammatik aufgefa3t werden.
¢
Korollar: REG(X) C CFL
Fiir || > 2 ist diese Inklusion echt, weil {a™0" | n € N} = L(G) mit G = (0 — aSb | €)

Bem.: [X| =1 ~ L® € REG(Y)
Lemma: L € REG(X) ~ L? € REG(Y)

Beweis: Zu 2 € DFA(X) konstruieren wir 2% € NFA(X) mit L(2%) = L(a)F

Idee: ersetze  .2,., durch 2.,
q q q q

— . durch
7 uTC 80



€
und ergénze diesen NFA durch _..~/'® fir alle g € I
do

Korollar:  {L C ¥*|L = L(G), & rechtslinear}
={L C ¥*|L = L(G),2 linkslinear}

Beweis: L ist rechtslinear erzeugbar.
~ L ist rechtslinear erzeugbar.

~ L = LB ist linkslinear erzeugbar.

3.3 Normalformen von kontextfreien Grammatiken

Hilfsmittel: Vorgéinger von Satzformen
a=f « heiit direkter Vorginger von (3
a=f a Vorgdnger von 3

Definition: Sei G =< N, ¥, P,S > CFG und L C X*.

Dann ist

1. die direkte Vorgingermenge von L definiert durch:
Preg(L) ={aec X* |3 € L:a=¢f}

2. der Vorgingerabschluf$ von L definiert durch:
Preg(L) :={a e X* |33 € L:a=¢ 3}

Lemma: Sei G =< N, X, P,S > CFG und L C X*.
Dann gilt:
L e REG(X) ~ Preg(L) € REG(X)

Beweis: Sei 4 =< Q, X, 0,q, F >€¢ NFA mit L(A) = L

Konstruiere &' =< Q, X, ¢, qo, F >€ NF A durch hinzufiigen folgender Transitionen:
wenn A — o € P und §(q,a) 3 ¢, 50 6(q, A) 3 ¢

Ergénze 6 um solche Transitionen, solange das moglich ist. Dieser Erweiterungsprozefl
terminiert, weil () und X endlich sind. Die Korrektheit ist offensichtlich.

Beispiel:
5 G:S — bSH|A
( / 1S \ A — aAle
O b a N b ®
O O O
A.S AS AS AS



Definition: Sei G € CFG(X) und A € N
1. A heift produktiv : ~ Jw € ¥*: A S w
2. A heifit erreichbar : ~ Ja, 5 € X* 1 S = aAB

Folgerung: A produktiv ~ A € Preg(3*)
A erreichbar A S € Preg(X*{A}X™)

Definition: G € CFG(X) heifit reduziert :~
entweder P = ()
oder jedes A € N ist produktiv und erreichbar.

Lemma: Jedes G € CFG(X) 148t sich in ein dquivalentes reduziertes G’ € CFG(X) transfor-

mieren.

Beweis: Stelle fiir jedes A € N mit Hilfe von NFA fest, ob A erreichbar und produktiv
ist.

Fall 1: S nicht produktiv: Wéhle P = ()

Fall 2: S produktiv: Weglassen aller A € N, die nicht produktiv oder nicht erreichbar

sind, sowie aller Regeln, in denen solche A’s vorkommen. %
Korollar: Das Leerheitsproblem von CFG’s ist entscheidbar.

Elimination von e-Regeln

Definition: G € CFG(X) heifit e-frei
(A—e€ P~ A= S und S auf keiner rechten Regelseite)

Lemma: X = ¢ ~ X € Preg({e})

Satz: Jedes G € CFG(X) 1Bt sich in eine dquivalente e-freie Grammatik G’ € CFG(Y)

transformieren.

Beweis: Konstruiere mit Preg({e}) die Menge N, := {A € N|A = ¢} und damit
G =<N % P,8 > CFG:

o N’ ::NU{S’}

o P:={5 — StU{S" — ¢S e N}
U{A — Xle ’ k 2 1,Xl < (NUE),E'CY(),OQ, L0 € N: A — OéoXlal...XkOék S P}



Beachte: Wegen k > 1 entfallen e-Regeln und G’ ist e-frei.

Bleibt zu zeigen: L(G') = L(G)

1. w=e¢e
ceL(G) ~ SeEN. ~n S=gen cc L(G)

2. wH#e

(a) w € L(G"),dh. ~ S g w~ S =g wn~ w € LG, weil Ableitung in G’ mit

o; = aufgefiillt werden kann zur Ableitung in G

(b) w e L(G)
Wir zeigen mit Induktion iiber der Ableitungslidnge v, daf gilt:
A:T>gw€2+mA:*>gw
r=1:A=sww#enA—-wecPnA—-winP ~nA=gw
ror+1:A= XX, S w.
Dann existiert eine Ableitung X; =¢ w; mit w = wy...wy, r; < 7
Falls w; # €, X; =g w; nach Ind. Vor.
Falls w; = ¢, so X; € N,. Durch entsprechendes Loschen entsteht:

A=g X[ X} = wi. ) =w %

Elimination von Kettenregeln

Def.: Eine Regel der Form A — B heifit Kettenregel.

Satz: Jedes G =< N,X. P,S >€ CFG lafit sich in eine dquivalente e-freie Grammatik
G e< N, X, P, S > CFG ohne Kettenregeln transformieren.

Beweis: O.B.d.A. Sei G e-frei. Wir definieren G’ =< N, ¥, P/, S > durch:
A—aeP :~na¢ N undesgibt Be N mit A€ Pre’(B) und B— a € P O

3.3.1 Die Chomsky-Normalform

Definition: G =< N, %, P, S >€ CFG ist in Chomsky-Normalform (G € CNF : gdw Jede
Regel von P hat die Form:

e A— BC mit B,C' € N oder
e A — a mitaé€X oder

e S — e und S auf keiner rechten Regelseite.



Satz: Jedes G =< N, %, P, S > CFG 1afit sich in eine dquivalente Grammatik G’ € CNF

transformieren.

Beweis: O.B.d.A sei G e-frei und ohne Kettenregeln. Aulerdem koénnen wir annehmen, dafl
fir k > 2 A — X1.X, € P~ X, € N. Denn X; = a kann ersetzt werden durch ein
neues C; € N unter Hinzufiigen von C; — a. Bleibt die Elimination von Regeln der Form
A — By..B, mit k > 3

Ersetzen durch: A — B;C}

Cl — BQCQ
Ci—2 — B_1By,
mit neuen N-Symbolen Cf, ..., Cy_» &

3.3.2 Die Greibach-Normalform, Linksrekursion

Definition: G =< N, ¥, P, S >€ CF(G ist in Greibach-Normalform (G € GNF) :~Jede Regel

von P hat die Form:
e A— aB;...B, oder
e A — a oder
e S — e und S auf keiner rechten Regelseite.

Bemerkung G rechtslinear (A — wB, A — w) laBt sich offensichtlich in GNF &quivalent

transformieren

Satz: Jedes G € CFG 1aft sich in ein dquivalentes G’ € GN F' transformieren.

Beweisidee: Elimination linksrekursiver N-Symbole.
Definition: A € N linksrekursiv :n A = Aa fiir ein o € X*.

Spezialfall: Direkte Linksrekursion.

Seien A — Aay | Aag | ... | Aa, alle Regeln der Form A — Aa
A— B ... | B
Transformation:

A wird simuliert durch A

{ iy
A, £
B a3

Neuer Regelsatz: A — 51 Z | ... | BsZ | B | ... | Bs
Z—-oZ| .. |aZ|og] ... |a



3.4 Abschlufleigenschaften von CFL, Pumping-Lemma

Hilfsmittel: Substitutionssatz, Pumping-Lemma

Definition Sei ¥ ein Alphabet und fiir jedes a € ¥ ¥, ein weiteres Alphabet.
Dann heifit

v :p(XF) = p((U Za))

aex

eine Substitutionsabbildung, falls:
e o({a}) € X5
o o({e}) ={¢}
e o({ar.ar}) = o({ar}) - o({az}) - ... - 0({ar})

= U ¢({w})

weL

Substitutionssatz: Sei

¢ p(X") = p((U Za)")

(A

eine Substitutionsabbildung. Dann gilt:

L e CFL(Y),¢(a) € CFL(S,Va € X ~ ¢(L) € CFL(|J %)

aex

Beweis: Kombination kontextfreier Grammatiken mit disjunkten N-Symbol-Mengen. Ersetze
a € X durch S,:

<
AN o

Korollar: C'F'L(X) ist unter reguldren Operationen abgeschlossen.

Beweis: Seien Ly, Ly € CFL(X) und a,b Buchstaben mit ¢(a) = Ly und ¢(b) = Lo. Dann
gilt:

[ ] ¢({a, b}) = L1 U L2
o ¢(ab) = LiL,
e ¢({a}) =

Da {a,b},{a,b},{a}* € CFL({a,b}), folgt die Behauptung. O



Das Pumping-Lemma (uvwxy-Theorem)

Fiir den fehlenden Abschluf unter N und ~ betrachten wir das Pumping-Lemma, (uvwxy-
Theorem).
Sei L C CFL(X). Dann existiert & > 1, so daf§ fiir alle z € L mit |z| > k gilt:

Es existiert eine Zerlegung z = wvwzry mit
o |vwz| <k,
e vr # € und

o w'wz'y € L Vi € N.

Beweis: O.B.d.A.sei G =< N, 3, P,S > CNF mit L(G) = L\{¢}. Sein := |[N|, k := 2" und
S

z € L mit |z| > k. Ein Ableitungsbaum ¢ = /,\ hat mindestens 2" Blitter. Da G € CNF

muf} ein Pfad p maximaler Lange mindestens n + 1 Kanten, also n + 2 Knoten besitzen.

p Besitzt daher mindestens n + 1 Knoten mit N-Symbolen. Also gibt es zwei Knoten mit

gleichen N-Symbolen. Wéhle auf p den letzten Knoten, dessen Marke A € N sich wiederholt.

Dann hat sein Teilbaum hochstens 2" = k Blétter.

o |uwx| < 2" =k
o vr #e weil G e CNF(A— BC)

o wiwar'y € L Vi €N &

Lemma: L = {a"b"c"|n > 1} ¢ CFL({a,b,c})

Beweis: Wihre L kontextfrei, so existiert ein Pumping-Index k € N. Fiir a*b*c* existiert
eine Zerlegung uvwxy mit den Eigenschaften des Pumpin-Lemmas, insbesondere uwy € L

a ...ab...bc...c =uwowzy
——~ ~——

k <k
Da vz # €, muB |uwy| < 3k.
k

Da |vwz| < k, kann vz nicht gleichzeitig ein a und ein ¢ enthalten. Also mufi vwy = a”...

k

oder uwy = ...a" sein. &

Satz: CFL ist weder unter Durchschnitt noch unter Komplement abgeschlossen.

Beweis: S — Sc | Ac und S —aS|adA

A — aAb | ab A — bAc | be
erzeugen die Sprachen {a™b"c* | n,k > 1} bzw. {a*b"c" |k,n > 1} deren Schnitt nicht kon-
textfrei ist. Da C'F'L unter Vereinigung abgeschlossen ist, kann Sie nicht unter Komplement
abgeschlossen sein, denn Ly N Ly = Ly N Ly O




3.5 Entscheidbare Eigenschaften von CFG

Satz: Das Wortproblem und das Leerheitsproblem sind fiir CF'G entscheidbar.

Beweis: w € L(G) ~ S € Pre*({w})
HO)=0 ~SEP(s) g o

Bemerkungen:
1.) Das Wortproblem ist in O(n?) entscheidbar (CYK-Algorithmus).
2.) Das Aquivalenzproblem ist nicht entscheidbar.

3.6 Kellerautomaten

e Kellerspeicher (Stack, Stapel) : Wichtige Datenstruktur fiir die sequentielle Behandlung
strukturierter Objekte.

e Charakterisierung von C'F L durch nicht-deterministische Kellerautomaten. Keine Aqui-

valenz zu deterministischen Kellerautomaten.

e Bedeutung deterministischer Kellerautomaten fiir den Compilerbau:
— Syntaxanalyse
— Datenkeller (Auswertung von Rechenausdriicken)

— Prozedurkeller (Speichertechnik fiir rekursive Prozeduren)

Definition: Seien (), ¥, I' nicht-leere endliche Mengen von Zustinden, Eingabe-, und Kel-
lersymbolen; ferner ¢y €  Anfangszustand, F' C () Endzustandsmenge, 7, € ' Kellerstart-
symbol und § : @ x X, x I' — Py(endlicheTeilmenge)(() x I'*) Transitionsfunktion.

Dann heifit 2 =< Q, X, T, 9, qo, P_’, Zy > ein Kellerautomat iiber 3.

Bezeichnung: 2 € PDA(Y)

Semantik
e Konfigurationsmenge: ) x ¥* x I'*
e Einzelschrittrelation: (q,w,a) F (¢, w’, &)

— 3-Schritt: (q,aw, Z,) & (¢, w, Ba) falls 6(q,a, Z) > (¢, B)
— e-Schritt: (¢, w, Z,) F (¢, w, B) falls 6(q,¢,2) 3 (¢, B)
Die von A erkannte Sprache:

L) :={w € X* | qo,w, Zy) F* (q,¢,c0),q € F}

Bemerkung: Alternative Erkennung mit leerem Keller dquivalent.
L(PDA,F)= L(PDA,¢)



Definiere 2lg =< Q, %, 1,0, qo, F, Zg >€ PDA(Y) durch Q := {¢q}, T :=NUX, Z,:= S

d(q,a,a) :={(q,€)} VaeX
d(q,e,A) :={(¢,8) | A— [Fin P} VAEN

Satz: CFL(X) C L(S, PDA)

Beweis: “Simulation von Linksableitungen auf Keller”
Sei G =< N,X,P,S > CFG

Ziel: Nachweis von L(G) = L(2g, €)

ASw ~ (qwv,Aa) F* (¢,v,a) Vo € ¥* und o € T*

13

e “~A” Induktion iiber die Ableitungsmenge n

—-n=01IA—->w (qwv,Aa)tF (¢, wv,wa)t* (q,v,a)

—n—-n+1: A= vAv...Av, = w. Dann muB 4; = w;, w = VoW, vy ... W, Uy, SO
daf3 nach Induktion

(Q7 VoW1 V... WUy VU, Aa)

- UOwl---;;;U, voAqv1... Apvp)
= (Q7 w1v1...0,0, A1U1...ATUT04)
i v (¢, viwy..o0, 0. ).

= (q,v,)

e “~7" Induktion iiber die Lénge der Berechnung.

— n =1: Dann muB A — € und w = € gelten, also A = w

—n—n+1: (¢wv, Aa) F" (q,v, @) zerfillt in
(q, wv, Aa)
= (g, wv, voA1v1... Apvrar)
= (g, wyvy... w00, Auy. L Au)

=" (g, vy, WU, V1.V AVRQ)

=" (q, vpv, )
=* (g, v, @)

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Ableitungen
A = wy. A, = w, so daB A = v Aiv;.. A, = VoW .Uy = W &

Satz: L(X, PDA,F) C CFL(X) (ohne Beweis)

Korollar: C'F'L ist unter Schnitt mit reguldren Sprachen abgeschlossen.



Beweis: Fir L € CFL(X) und R € REG(XY) ex2, € PDA(Y) und Az € DFA(X) mit
L =L() und R = L(2AR).
Konstruiere 2 ||2r € PDA(X) durch Parallelkonstruktion.
Q:=QL X Qr
6<<q17 QQ)a a, Z) = (q/b qéﬂ O‘)
falls d.(q1,a,Z) > (¢}, @) und g(g2, a) = qj
F :=F;, x Fg &

Ziel: Der Deklarationszwang von Variablen ist keine kontextfreie Eigenschaft.
Lemma: L = {ww | w € {a,b}T} € CFL

Beweis: Zunéchst zeigen wir: L' = {a™b"a™b™ | m,n > 1} ¢ CFL

Wire L' € CFL, so ex. Pumping-Index k mit a*b*a*b* = vowzy mit [vwr < k und vz # ¢,
also auch uwy € L'. Dies ist ein Widerspruch, weil die Zahl der vorderen und hinteren a’s
bzw. b’s nicht mehr gleich ist.

L'=Ln{a}t{b} {a}"{b}*. Wiire L € CFL, so auch L. &

regular

Korollar: Die Menge P der Pascal-Programme ist nicht kontextfrei.

Beweis: L := {program T (output); var w : integer; begin w:=1 end. | w € {a,b}"}
Also: LC P
R sei bestimmt durch den reguldren Ausdruck:
program T (output); var (aV b)* :integer; begin (aV b)™ :=1 end.
Dann gilt: L=PNR
h Sei eine Substitutionsabbildung mit h(a) = a, h(b) = b, h(z) =€
Dann: h(L) = {ww | w € {a,b}*} ¢ CFL ~ L ¢ CFL ~ P ¢ CFL

3.6.1 Deterministische Kellerautomaten

Ziel: L(X, DPDA) unter Komplement abgeschlossen, somit £(3, DPDA) ¢ L(X, PDA) =
CFL, d.h. i.A. keine Erkennung von L € C'FL durch deterministische Kellerautomaten

moglich.
Syntaxanalyse mit DPDA’s fiir spezielle CFG.

Definition: Sei % =< Q, %, I, 9, qo, Zo, F' > PDA
2 heifit deterministisch, in Zeichen 2 € DPDA(Y), wenn gilt:

1. [6(q,a,Z)| <1 fir alle (¢,a,2) € Q@ x X x T’

2. [0(g,6,2)| =1~ 10(q,a,2)| =0 fiir alle a € &



Folgerung: Zu jeder Konfiguration (g, w, ) git es hochstens eine Folgekonfiguration.

e-Schritte moglich.
Bemerkung: Bei Erkennung mit leerem Keller sind weniger Sprachen erkennbar.

Satz: L(3, DPDA) ist unter Komplement abgeschlossen.

Beweisidee: Zu jedem 2 € DPDA(Y) ist ein dquivalenter 24 € DPDA(X) konstruierbar,
so daf} gilt: Fiir jedes w € X* gibt es ¢ € Q und « € I'* mit (cjo,w,Zo) F* (G, €, ).

Dazu miissen Schleifenkonfigurationen eliminiert werden.

Definition: q,w,a) € @ x X* x I'* heiit Schleifenkonfiguration, falls fir jedes i € N ein
¢; € Q und ein o; € T* ex., so daBl |o;| > |a| und (q,w, ) F* (g, w, o).

Diese Eigenschaft ist entscheidbar ~ Elimination.

3.7 Der Algorithmus von Cocke, Younger und Kasami

Effiziente Losung des Wortproblems fiir beliebige C'F' L. Dynamische Programmierung, O(n?)-
Zeit, O(n?)-Platz.
O.B.d.A. sei G € CNF (auf beliebige CFG iibertragbar). Fir G =< N, % P, S >¢ CNF
(*x A— BC;A — a %) und w = ajas...a, mit n > 0 definieren wir:

Wij 1= AiQiq...a; fir 1 <7< j<n

Ny :={A€eN | A= w;}
so daf gilt: w € L(G) ~ S € Ny,

Bestimme Ny,,:

Bestimme N11N22N33 Nnn

dann N12N23 N(n—l)n
NlS N(n72)n

bis Nln

mit Hilfe von:
2. AENZJmltZ<jﬂEI]€ZSI{ZS]HAHBCEP, BGNik, CEN}C_HJ‘

Bsp.: G: S — AB | a
A— BA|a
B— AB | b



S 1 2 3 4
1 {B} | {A} 0 {5, B}
2 {s,A}| 0 {5, B}
3 {S, A} | {S,B}
4 {B}
b a a b

also baab € L(G)

Komplexitat:

e Zeit: auBere “for i” ¢; - n Schritte
“for k” ¢y - d Schritte
innere “for i” ¢y - (n — d) - d Schritte

“for d” ¢y - Y01 (n — d) - d Schritte

Insgesamt: ¢- 3" _(n —d)d =c(nX"_, d—>"_, d?)

2n+1 (n+1)(2n+1))
2

=c-(n —-n G

:c-’ﬁT_”EO(n‘g)

e Platz: O(n?)

3.8 Erweiterte kontextfreie Grammatiken (EBNF)

Hoherer Beschreibungskomfort durch reguldre Ausdriicke als rechte Regelseite; dquivalente

Erweiterung:

Definition: G =< N, X, P, S > ist eine erweiterte CFG, in Zeichen: G € EC FG, wenn
<N, X, P,S > CFGund P: N — RA(NUZY).

Schreibweise: A — a, falls P(A) = «a.

Semantik: P reprisentiert die Regelmenge P mit A — & € P: :~i € [P(A)]

Beachte: P ist i.A. unendlich. L(G) := L(< N, %, P, S >)

Satz: CFL(Y) = L(X, ECFG)

Beweisidee:

e “C” nach Definition.



e “O” Transformation von EC'F'G nach C'FG durch Elimination reguldarer Ausdriicke:

— Disjunktion: Regelalternation

— Stern: neues NT (non-terminal) mit A — oA | €

3.9 Rekursive endliche Automaten (Syntaxdiagramme)

Syntaxdiagramme entsprechen endlichen Automaten, die sich rekursiv aufrufen kénnen.

a . s . .
Neben -, — - ist auch -, — -, moglich.

Definition: 2 =< Q, X, 0, qo, F' > heilit rekursiver endlicher Automat iiber X, falls
d:Q x (X, UQ) — P(Q) und sonst wie ein endlicher Automat.
Bezeichnung: 2% € RFA(Y)

Semantik: Konfigurationen: ) x ¥*
Transitionsrelation: - C (Q x X*)? ist definiert durch:

p € 4(q, a) p € d(q €
(¢, aw) = (p,w) (¢, w) F (p,w)
p€d(q,r) (ryw)F*(s,v)seF
(¢, w) = (p,v)
L(Q) == {w € ¥*|qo,w) F* (p,e),p € F}

Satz: L(X, RFA) = L(Z, PDA)

Beweis:

o “C7 A=< Q,%,8,q, F > RFA(Y)
Simulation von 2 durch &' =< Q, %, Q, 4", g0, 0, ) >€ PDA

Idee: Keller fiir “Riicksprungadressen” (Zusténde)
'(q,a,8) ={(p,s)lp € 0(¢, a)}
'(q,¢,8) ={(p,s)lp € 0(g. €)}
U {(r,ps)|p € d(¢,r)} “Aufrut”
U {(s,€)|lq € F} “Riicksprung”
fiir alle ¢, s,7,p € Q und a € ¥

o “D7
Fir L € £(X,PDA) existiert G €< N, X, P,S > CNF mit L = L(G). Konstruiere
A=< Q,%,0,q,F > RFA durch Q :== N U {¢;},q0 := S, F := {q;} und
c€ (A, B), falls A — BC
qr € 0(A,a), falls A —a
qr € 0(S,¢€), falls S — € o






Kapitel 4

Turingmaschinen und Aufzihlbare

Sprachen

4.1 Chomsky-Grammatiken

Verallgemeinerung kontextfreier Grammatiken, kontextabhingige Ersetzung, Wertersetzung.

Definition: Seien N, X und S wie bei CFG. Sei ferner P C X*{N}X* x X, P end-
lich.
Dann heifit G =< N, ¥, P, S > eine Chomsky-Grammatik

Semantik: T = a3 — @y € P bestimmt die Ableitungsrelation =,C X* x X* durch
01 =5 P2 ~ esex.y,0 € X* mit f; = ya10 und [y = yand
Ableitungsrelation von G:

=gi= U =
TeP

G erzeugt L(G) :={w e ¥* | S = w}

Folien 4.2 und 4.3
Abschlufleigengschaften von Ly und L.

Definition: Sei G =< N, >, P,.S > vom Typ-0. G heift normiert, wenn gilt:
e Fiir jedes m =1 — as € P gibtes y,0 € N*,; A€ N, € X" mit a; = 7AJ und
g =P
e >-Symbole nur in Regeln der Form A — a

Beachte: f = € erlaubt im Gegensatz zu Typ-1.
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Satz: Zu jedem G =< N, ¥, P, S > vom Typ-0 148t sich eine dquivalente normierte Gram-
matik G’ =< N’ X, P', S" > konstruieren.

Beweis:

1. Terminalsymbolbedingung: a € ¥ — A, neues N-Symbol a durch Aa ersetzen (in P),

Aa — a hinzufiigen.

2. Simulation von A;...A, — Bi...B,,(n > 1,m € N) durch folgende Regeln:

A Ay Ag. Ay 1 A,
AL Ay Ay Ay i A,

!

Al Ay Ay Ay A,
ALAL Ay Ay A,

!

ALALALLAL A,
ALALAL AL AT

l

ALALALLAL AL
BiALAL AL AL

!

2 Falle:

Fall1: n<m B;..B, 1A, — By..B,
Fall 22 n>m By.ByAl, A, — B BnAl . A

Al neue N-Symbole: Sie verhindern Seiteneffekte: neue Satzformen, mehr Ableitungen

%

Satz: Lo(2) ist unter Substitution abgeschlossen, d.h.: ist

¢:P(E)— P Zo)"

[(AD>

eine Substitutionsabbildung, so gilt:

Le ‘CO(E)v (b((l) S EO(ZCL)VG’ €X n ¢(L) € LO( U Ea)

(A

Beweis: Konstruktion von kontextfreien Grammatiken (C'F'G) nicht anwendbar, wegen mogli-
cher neuer Satzformen.

Idee: Sequentialisierung mit einem Kontrollsymbol (Siehe Bild auf Blatt 26, Riickseite)
L=L(G)mitG =< N, %, P,S >vom Typ-0. ¢(a) = L, = L(G,) mit G, =< Ny, 3y, P,, Sy >
vom Typ-0. O.B.d.A.: G, G, normiert, N, N, disjunkt. Konstruktion von G mit L(G) = ¢(L).

Ne=NU(J N)U{A, | aex}U {50

aeX



Y= UEa

(A

?:P()UPlUPQU(U PQ>U{§R—>CS,C—>€}

acl
mit P, entstehe aus P durch Ersetzen von a durch 4, (a € ¥)
P ={CA, - CSa|ac€X}
Py:={Ca—aC | a€X}

1. 6(L) € L(G) -

S = CS = CAay...Aa, = CS,y Ag,... Aa,
Cwy Ag,... Aa,
U)lCAaQ...

Wi... Wy

2. L(G) C é(L):
keine Ableitungen neuer Worter, weil G normiert ist und daher A, auf keiner linken
Regelseite, weil die N-Alphabete disjunkt sind und weil C' die Teilableitungen der G,

sequentialisiert. &

Korollar: £y(X) ist unter den reguldren Operationen abgeschlossen.
L, L' €lo(X) ~ LUL,LL, L* € Ly(%).

"~ SIS~

{a}  {b} {a,p}  {ab} {a}*

Beweis: Wie fiir CF'L.

Satz: Lo(X) ist unter Schnitt abgeschlossen.

Beweis: L; = L(G;) und G; =< N;, ¥, P;, S; > vom Typ-0 fiir i = 1, 2.
O.B.d.A. sei Ny N Ny # ()
Konstruktion von G =< N, Y%, P, S >:
N:=NUN,U{A4, |ae€X}U{S,C,Co}
P=PUPRUQ
Q = {5 — C15:C25,C1,
Coa — A,Cy,
bA, — A,b,
Ci1A.a — aCh,
C1C,C — €} O



4.1.1 Kontextrekursive Grammatiken und Sprachen
Typ-1 ~ Platzbedarf von Berechnungen.

Definition: G =< N, X, P, S > heifit von wachsender Léinge :~ fiir jede Regel « — 3 € P
gilt |a| < ||, es sei denn, daBB S — € € P und S auf keiner rechten Regelseite.

Korollar: Eine Typ-1-Grammatik ist von wachsender Lénge.

Satz: Zu jeder Grammatik von wachsender Lange 148t sich eine dquivalente Typ-1-Grammatik

konstruieren.
Beweis: Normierung

Definition: (Platzbedarf)
Sei G =< N,3,P,S > von Typ-0, 6 = (S = a9 = a1 = ...a,;) eine Ableitung von G und
w € X*. Dann heifit:

pl;(6) == maz{|a;| | 0 <i < n} der Platzbedarf von ¢ und

ply(w) = min{ply(5) | 5= (5 = . = w)}

Folgerungen:
L plg(w) = |w]
2. G vom Typ-2, w ¢ € ~ pl (w) = |w)

Platzbedarfssatz:
Sei G vom Typ-0, p €N, p > 0, so daB fiir alle w € L(G) \ {€} : pl,(w) < p|w]
Dann ist L(G) € Ly

Beweis: Sei p =1, also fiir w € L(G) \ € : pl (w) = |w]
Elimination verkiirzender Regeln durch auffiillen. Konstruktion einer dquivalenten Gramma-
tik von wachsender Linge: G’ =< N U {$},%, P', S >

l.a—pePmit|a|=|8]+i(i>0)~a—$3eP
2. a— fePmit|a| <|f]|~$a—peP Vj=01,..,|8—|of
33X - X3, X§—-8XePVXeX

Wegen pl(w) = [w] lassen sich die eingeschlossene $ 16schen.
p > 1: Induktion. Idee: N’ O N
Abschlufleigenschaften von £4(3) mit Hilfe des Platzbedarfssatzes. &

Satz: £1(X) ist unter e-freien Substitutionen (e ¢ ¢(a)) abgeschlossen.




Beweis: Platzbedarf der Ausgangsgrammatik mit p = 1 ~ Platzbedarf der Substitutions-
grammatik |w| + 1 < 2|w| wegen zusétzlicher Kontrollsymbole C' und fehlender e-Regeln.

%

Korollar: £,(X) ist unter reguldren Operationen (U, -, %) abgeschlossen.

Beweis: Reduktion auf e-freie Sprachen: L € L1(X) ~ L\ {e} € Li(¥) Fiir e-freie L, L’ €
Ly(%) folgt LUL',LL'|L* € Li(X) wie fiir Typ-0-Sprachen durch e-freie Substitution. Falls

e € L und/oder € € L', so folgert man aus den e-freien Teilsprachen,
2B (LU{e}) (L' U{e}) = LL'ULUL U{e} € L1(%) &

Korollar: £,(X) ist unter Durchschnitt abgeschlossen.

Beweis: Ly, Ly € L£;(¢) sind mit linearem Platzbedarf (p = 1) erzeugbar. Die N-Konstruktion
fiir Typ-0:
C251C15:C,

/\

W=

—W—

hat dann einen Platzbedarf von 2|w| + 3 < 5|w)| &
Korollar: £5(3) € £4(X)
Beweis: £5() ist nicht unter N abgeschlossen. O

Ein lange offenes Problem: Abschlufl £, unter Komplement:

1987: L, ist unter Komplement abgeschlossen.

4.2 Turingmaschinen, linear beschrinkte Automaten

Ziel: £o(S) = L(S, TM)
Li(2) = L(S, LBA)
(unendliches Band, endlicher Anteil beschrieben)

[OfabJc][dflafc[O]O]alO[O[O]
*

endliche Steuerung (endlicher Automat)




Definition: (Nicht-deterministische erkennende Turingmaschinen)

Seien die folgenden nicht-leeren, endliche Mengen gegeben:
e () Zustandsmenge
e > Fingabealphabet
e [' Arbeitsalphabet mit ¥ C T’
Ferner:
® ¢y € ) Anfangszustand
e O eI\ X Blank
e I C () Endzustandsmenge
und die Transitionsfunktion:
¢ ):QxI'—=p(@Q@xT x{L,N,R})

Dann heift:

A=< Q, %, I',q,0,F, 0>
eine (nicht-deterministische) erkennende Turingmaschine.
Bezeichnung: 2 € TM(X)

Semantik:
Konfigurationsmenge: Q X I'* x T' x T'* =: Conf(2)
Einzelschrittrelation: o C Con f(2)? ist definiert durch:

o (¢, X,0)F (¢ o, X', B) falls 6(¢q, X) > (¢/, X', N)
o (¢,aY, X . B)F (¢,a,Y, X’'3) falls §(¢, X) > (¢/, X', L)
o (¢,6,X,0)F (qd,¢,0,X'3) falls (¢, X) > (¢/, X', L)
o (g0, X,YA) F (¢,aX",Y,5) falls §(¢, X) 3 (¢, X', R)
e (¢, X e)F (¢,aX’ Oy¢) falls 6(¢, X) 3 (¢/, X', R)

Anfangskonfiguration von w € ¥*:

(qo, €, a,v) falls w = av
K(w) = B
(qOJ €, Dy 6) falls w = €

Endkonfiguration (q, o, X, 8) falls ¢ € F
Die von 2 erkannte Sprache:
L) :=={w € X | s(w) =" (¢,, X, 8),q € F'}




Beachte: Erreichen von ¢ € F' geniigt, kein Anhalten gefordert. Die Klasse der TM-erkennbaren
Sprachen: £(3,TM)

Satz: L(X,TM) = Ly(X)

Beweis:

1. L(3,TM) C Ly(%)
A=<Q,5 T q,0F > TMX)
Simulation von 2 durch Typ-0-Grammatik.

Idee: Erzeugen einer beliebigen Anfangskonfiguration mit hinreichend vielen Blanks an
den Réndern (bei Ableitungen sind Rénder nicht erkennbar). Zwei Spuren:
1. Spur halt Eingabe fiir die Erzeugung
2. Spur simuliert TM
Fiir ay...a, € ¥*, m,n € N erzeugt man:
(*) (X,0)"qo(ay, a1)(az, az)...(ar, a, ) (e, O)"
Dazu G =< N, %, P, S > mit
N:=QU (Z. xI)U{S,C,Cs)
P:S— (6,08 | ¢oCy
Ci — (a,a)Cy | Cy (a €X)
Cy — (6,0)Cy | €
( P: erzeugen von (*) )
q(a, X) — ¢'(a, X’) falls 6(¢q, X) 3 (¢/, X', N)
q(a, X) — (a,X")q falls §(¢, X) > (¢, X', R)
(b,Y)q(a, X) — ¢'(b,Y), (a, X") falls 6(q, X) > (¢, X', L)
q— efallsqe F l6schen von ¢ und der 2. Spur
(a,X) — a (a €X,) urspriingliches Wort bleibt iibrig.
Es folgt: L(G) = L()

2. Lo(X) C L(X,TM) Simulation einer Typ-0-Sprache durch TM. Neben Eingabewort

Ableitung von G simulieren und erzeugtes Wort mit der Eingabe vergleichen. Technisch

aufwendig: Einschieben und Loschen von Worten auf einem Turingband. &

Automatencharakterisierung von £1(X) durch Platzbedarf

Definition: (Platzbedarf fiir TM)
Sei 2 € TM(X),y = (ko F k1 F ... F K,) eine Berechung und w € L(2). Dann ist:

d |KJZ| = |04Xﬁ| falls ki = (Q7&7Xaﬁ)
o bug(7y) := max{|k;| |0 <i<n}

o buy(w) := min{bvy|y erkennt w}



der Bandverbrauch von 2 fiir v bzw. w.

Definition: 2 € T'M heif3t linear beschrdnkt, wenn p > 1 existiert, so daf} fiir alle

we L)\ {e} bua(w) <p- |l gilt.

Korollar: £(X) = L(X, 0T M)

Grund: Simulationen erhalten linearen Platzbedarf / Bandverbrauch.

Definition: % € LBA(X) :~ 2 VT M mit p =1, d.h. nur Eingabefelder werden benutzt.

Satz: £4(X) = L(X, LBA)

Beweisidee: Kompression des benutzten Bandbereichs durch Vergrofierung des Arbeitsal-

phabets 'l :=T'F

4.2.1 Deterministische Turingmaschine, k-Band TM

Reduktion nicht-det. TM auf det. TM in 2 Schritten:
1. Simulation einer ndTM durch 3-Band-TM
2. Reduktion von k-Band-dTM auf 1-Band dTM

Definition: (det. k-Band-TM)
A=< Q, X, I',q,0,F,0 > k—dT'M, wenn
§:qxT* —— Q x (I'x{L,N, R})* und sonst wie TM

Konfigurationen: Q x (I'* x T' x ['*)*

Einzelschrittrelation: simultanes Arbeiten auf k-Béndern geméf o

Anfangskonfiguration fiir w € ¥*:

(qo, (€,a,v), (e,0,€)* 1) falls w = av
Ky 1=
(q0, (6,0, €)%) falls w = €

Satz: Zu jedem 2 € T'M 148t sich ein dquivalenter 2" € 3 — dT'M konstruieren.

Beweis: Fiir g : Q@ x I' = pp(Q x I' x {L, N, R}) gelte:



maz{|6(q, X)| [(¢, X) € @ x T} =7
Bezeichnung der Alternativen von 2 durch Elemente von [r] := {1,...,r}
Berechnung von 2 bestimmt ¢ € [r]*

Umgekehrt Auswahl einer Berechnung durch ein ( als Steuerwert.
e Band 1: Eingabe, wiederholtes Lesen.
e Band 2: Erzeugung der Zahlenfolgen ¢ € [r]*
e Band 3: Simulation von ) geméfl Band 2

Sukzessive Berechnung aller ¢ € [r]*
Fiir jedes ¢ Kopie der Eingabe auf Band 3.
Beachte: Nicht jedes ( entspricht einer Berechnung. &

Satz: Zu jeder 2 € k — dT'M 1483t sich ein dquivalentes 2 € 1 — dT'M konstruieren.

Korollar: £(X,TM) = L(X,dT M)

Bemerkung: Fiir LBA’s ist diese Frage offen: das L B A-Problem.

4.3 Aufzihlbare und entscheidbare Sprachen
Intuitiv:

o [ C ¥*ist aufzdhlbar, wenn es ein effektives Verfahren gibt, welches genau die Elemente

von L erzeugt.

o [ C ¥ ist entscheidbar, wenn es ein effektives Verfahren gibt, welches fiir jedes w € ¥*
feststellt, ob w € L oder ob w ¢ L gilt.

Folgerung: Fiir L C X* gilt: L entscheidbar ~ L und ¥*\ L aufzéhlbar.
(Reifiverschlufiverfahren)

Formalisierung: TM mit Ausgabe.

Satz: {L C ¥* | L aufzéhlbar } = L(X,dT M)

Church-Turing-These: ~ Jede effektiv beschreibbare Sprache ist eine Typ-0-Sprache.

Satz: Lo(X) S p(X¥)

Beweis: Die Menge der Typ-0-Grammatiken iiber ¥ 148t sich abzdhlen (nach ihrer GroBe).



Also ist Lo(X) abzéhlbar. p(X*) ist jedoch iiberabzéhlbar.

Diagonalverfahren von Cantor:
|X|=1,%*=N,L C¥X*+ char; : N— {0,1}

Angenommen: p(N) sei abzéhlbar.

L0 1 2 3
0/ 0 I 1 0
1|1 0 1 0
2 .
3
fiNf—{0,1}
f(i,9) =1 ~ char; ,(d) =1 ¢

Definition: Lgqy C N durch chary diag (7) ==1—=f(4,7), dann kann L., nicht in der Abzéhlung

vorkommen.

Satz: DEC(X) := {L € ¥* | L entscheidbar} S Ly(X)

Beweis: Die Sprache Univ ist nicht entscheidbar. Diagonalisierungsschluff (Selbstanwen-
dungsproblem). Vgl. Vorl. BuK. &

Satz: Jede Typ-1-Sprache ist entscheidbar.

Beweis: Sei GG eine Typ-1-Grammatik {iber ¥ und w € X*

Falll: w=e€elL A S—ceP
Fall 22 w#e€ L ~ 3 Ableitung: S = a; = ... = a, = w mit |a;| < |w
Nur endlich viele solcher Ableitungen.

Satz: Es gibt entscheidbare, nicht-kontextsensitive Sprachen.

Beweis: Literatur.



Kapitel 5
Unentscheidbare Probleme

Ziel: Die Folgenden Probleme sind unentscheidbar:
e das Wortproblem fiir Typ-0-Beschreibugnen (BuK);
e das Leerheitsproblem fiir Typ-1-Beschreibungen;
e das Aquivalenzproblem fiir Typ-2-Beschreibungen.

Bemerkung: Das Aquivalenzproblem fir DPDA’s wurde kiirzlich als entscheidbar nachge-

wiesen.

Hilfsmittel: Das Postsche Korrespondenzproblem (BuK). Seien w = (wq,ws, ..., w,) und

v = (v1, V2, ..., V) Mit wy,v; € X und 1 <i < n

Beispiel: Eingabe (1,10,011) und (101,00, 11), Indizes: (1, 3,2, 3):
101110011 =101 1100 11

Dann heiBt (iy, ..., i) € {1,..,n}* eine Lisung von PC P(w,r),falls w;,wy,...w;, = v;,Viy...0;,
Es gilt: Das Postsche Korrespondenzproblem ist unentscheidbar, d.h. es gibt kein Verfah-
ren, welches fir n € N und w,v € (X*)" feststellt, ob PC'P(w,v) eine Losung besitzt oder
nicht.

Beweis: Reduktion des PC P auf das Leerheitsproblem (Typ-1)

Sei w = (wy, ..o, wy), v = (v, ..., v,) € (X*)"

Konstruktion von 2(w, r) € (bT'M mit PCP(w,v) losbar ~ L(2A(w,v)) € )

A(w,v) erzeugt bei Eingabe von u € ¥* alle Folgen (iy,...,ix) € {1,....n}* mit k& < |u
und priift jeweils, ob w;,...w;, = v;,...v;,. A erkennt u, falls eine solche Indexfolge auftritt.

Platzbedarf ist linear in |u|. Wire das Leerheitsproblem entscheidbar, so auch PC'P.
%
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Satz: Schnittproblem fiir Kontextfreie Sprachen.
Es ist nicht entscheidbar, ob fir Gi,G, € CFG gilt: L(G,) N L(G2) =0

Beweis: Reduktion des PC'P auf das Schnittproblem von CFL. Sei w = (wy, ..., w,) und
v = (vy,...,v,) € (¥*)". Konstruiere G,,G, € CFG, so da§ PCP(w,v) losbar ~ L(G,) N
L(G,) # 0

S =X U {by,....,bn}

Gw =< {Su}, 3, P, S,, > mit den Regeln:

P, =8, = w;Sypbi, Sy — wib; | 1 <i<n}

G, analog.

Es folgt:

L, = L(Gy) = {wi,wiy...w;, b, by, _,..b;, |k >1,1<4i; <n} L, analog.

Und L—wNL,#0 ~3l —1...i; € 1.0,

Wi, ... w4, bi, ...by, = 0,05, b5, . by,

also wj, ...w;, = vj,...v;, ~PCP(w,v) losbar. &

k

Korollar: Das Schnittproblem fiir DPD A ist nicht entscheidbar.
Beweis: G,, und G, sind durch deterministische Kellerautomaten simulierbar. &

Satz: Es ist nicht entscheidbar, ob fiir G;,G, € CFG gilt: L(G1) = L(Gy) (Aquivalenz-
problem)

Beweis: Reduktion des Schnittproblems fiir DPDA’s auf das Aquivalenzproblem von CFG <

Beachte:

1. Zut € DPDA(Y) a8t sich & € DPDA(Y konstruieren mit L(A = L(2)
2. Zu A € PDA(X) 1aBt sich Gy € CFG(X konstruieren mit L(Gy = L(A)

3. Zu G1,G, € CFG(X) 1aBt sich G, € CFG(X) konstruieren mit L(G,) = L(G1) V L(Gs)

Sei 91,2, € DPDA

L(2) N L(2) = 0

L(2;) € L(2Az)

L(Ga,) € L(Gx;)

L(Ga,) U L(Gs;) = L(Ga;)
L(Gu)L(Ga,)

2 2 9 2

Die Entscheidbarkeit des Aquivalenzproblems fiir kontextfreie Grammatiken wiirde daher

die Entscheidbarkeit des Schnittproblems nach sich ziehen: Widerspruch.



