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Vorwort

Die vorliegende Mitschrift der Vorlesung “Automatentheorie”, gelesen von Prof. Dr.
F. Baader im Wintersemester 1994/95 an der RWTH Aachen, ist genau das, was
der Name sagt: Die geTpXte Form der Vorlesungsmitschrift einer unwissenden Stu-
dentin, angereichert mit einigen wenigen, nicht weiter gekennzeichneten privaten
Ergédnzungen (in der Regel triviale Beweise, auf die Prof. Baader in der Vorlesung
verzichtet hat).

Es ist wahrscheinlich, dafl sich an der einen oder anderen Stelle Fehler eingeschli-
chen haben. (Verbesserungsvorschldge und “Fehlermeldungen” aller Art sind mir
natiirlich willkommen.) Deshalb ist dieses Schriftstiick mit Vorsicht zu genieen und
von mir nur als kleine Unterstiitzung fiir Leute gedacht, die sich mit der Vorlesung
auseinandersetzen (wollen).

Auf gar keinen Fall sollte es als “Skript” miflverstanden werden. Dies ist es nicht!

Aachen, Mérz 1996
Claudia Krobb

e-mail: claudia@kawo2.rwth-aachen.de
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Motivation und Einordnung

Man ist interessiert an der Untersuchung von Sprachen und deren Eigenschaften.
Unter den formalen Sprachen versteht man die Menge L C X*, wobei X meist endlich
ist. Eine Klasse K formaler Sprachen ordnet jedem (endlichen) Alphabet ¥ eine

Menge Ky, C 2°" zu, d.h. eine Menge von Sprachen iiber X.
Drei Fragestellungen sind fiir solche Sprachen interessant

1. Charakterisierungen
Gesucht ist eine Eigenschaft E, die die Bedingung

L e Ky gdw L C ¥* und L erfillt £

erfiillt. Meist sind verschiedene dquivalente Charakterisierungen gesucht.

2. Abschlufleigenschaften

Unter welchen Operationen auf Sprachen (Vereinigung, Komplement, homo-

morphe Bilder, ...) ist die Klasse abgeschlossen?

3. Entscheidbarkeit

Welche Fragestellungen (w € L, L # (), L1 C Lo, ...) sind fiir die Sprachklasse

entscheidbar?

Dabei geht man davon aus, daf§ die Sprachen durch eine der Charakterisie-

rungen endlich beschrieben sind.

Beispiel 0.1 (Chomsky-Hierarchie)

Klasse Charakterisierung

Typ 0 allgemeine Chomsky-Grammatiken (Regeln der
Form u — o, u enthidlt mindestens ein
Nonterminal)

akzeptiert von Turing-Maschinen

Typ 1 (kontextsensitiv) | kontexsensitive Grammatiken (Regeln der Form
u— v, 1<|ul <of)

akzeptiert von Turing-Maschinen mit linearer Be-
schrankung

Typ 2 (kontextfrei) kontextfreie Grammatiken (Regeln der Form X —
v, X ist Nonterminal)
akzeptiert durch Kellerautomaten (PDA)

Typ 3 (regulir) rechtslineare Grammatiken (Regeln der Form X —
uY oder X — wu, u ist Terminalwort, X,Y sind
Nonterminals)

akzeptiert durch endliche Automaten

1
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Beispiel 0.2 (Aquivalente Charakterisierungen)
Liefern deterministische Automaten / Maschinen bereits die gesamte Sprachklasse?

Typ 0 | ja
Typ 1 | offen
Typ 2 | nein
Typ 3 | ja
O
Beispiel 0.3 (Abschlufleigenschaften am Beispiel Komplement)
Fragestellung: Gilt L € Ky, = (¥*\L) € Ky ?
Typ 0 | nein | (Komplement einer rekursiv aufzéhlbaren Menge ist im
allgemeinen nicht rekursiv aufzihlbar)
Typ 1 | ja (1987)
Typ 2 | nein | (= L(DPDA) # L(PDA))
Typ 3 | ja
O
Beispiel 0.4 (Entscheidungsprobleme)
Elementproblem | Aquivalenzproblem
we L L= Lo
Typ 0 | unentscheidbar unentscheidbar
Typ 1 entscheidbar unentscheidbar
Typ 2 entscheidbar unentscheidbar
Typ 3 entscheidbar entscheidbar
O

Inhalt der Vorlesung
Die Vorlesung befafit sich mit den Sprachen vom Typ 3, insbesondere mit ihren
Unterklassen, verschiedenen Charakterisierungen und Verallgemeinerungen auf un-
endliche Wérter und Baume. Hauptmotivation der Vorlesung sind Anwendungen der
Ergebnisse in der Logik (z.B. Entscheidbarkeitsresultate).

e Teil 1 befaf3t sich mit

— Reguldren Sprachen endlicher Worter

— Charakterisierungen

* algebraische Charakterisierung
Jeder Sprache kann ein Monoid (der syntaktische Monoid) zugeord-
net werden. Regulédre Sprachen sind genau die Sprachen mit endlich-
em syntaktischen Monoid.
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* logische Charakterisierung
Logische Formeln kénnen Sprachen definieren. Es gibt eine Logik (die
monadische Logik 2-ter Stufe), deren Formeln genau die reguléren
Sprachen definieren.

Mit Hilfe dieser Charakterisierungen kénnen Unterklassen der Klasse der
regulédren Sprachen definiert werden. Eine solche Unterklasse ist die Klas-
se der sternfreien Sprachen. Diese werden durch Formeln der Logik 1-ter
Stufe definiert. Ihre syntaktischen Monoide sind genau die aperiodischen
Monoide.

e Teil 2 befafit sich mit Sprachen unendlicher Worter. Statt endlicher Worter
(endliche Folgen von Elementen des Alphabets) kann man unendliche Worter
(unendliche Folgen) als Eingabe fiir einen endlichen Automaten betrachten.
Die Akzeptanzbedingung mufl dabei geindert werden.

Fiir endliche Worter wird das Wort durch Erreichen eines Endzustandes nach
dem Lesen akzeptiert.

Fiir unendliche Worter wird eine Bedingung an die unendlich oft erreichten
Zustiande gestellt.

Wir werden Abschlufleigenschaften, Entscheidbarkeit und den Zusammenhang
zur Logik betrachten.

o Teil 3 befafit sich mit Baumsprachen (Wildern). Worter konnen als beschrift-
ete Baume vom Verzweigungsgrad 1 aufgefafit werden. Baumautomaten sind
eine Verallgemeinerung von endlichen Automaten, die Bidume vom Verzwei-
gungsgrad > 1 behandeln kénnen.

Viele Resultate fiir regulére Sprachen lassen sich auf Baumsprachen {ibertra-
gen. Auch hier ist der Zusammenhang zur Logik wichtig. Anstelle von endlichen
Bédumen kann man auch unendliche Bdume betrachten.
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Kapitel 1

Regulire Sprachen, endliche
Monoide und logische Formeln

1.1 Regulire Sprachen und endliche Automaten

Definition 1.1
Fiir ein endliches Alphabet ¥ ist die Klasse der reguldren Sprachen Regs. iiber X
die kleinste Klasse mit

e (), {e}, {a} mit a € ¥ sind in Regxy,
e Sind L; und Lo aus Regy, so auch

- LIULQa
— Ly Ly (= {uv | u € Ly, v € La}),
— L} (={ui...un | u; € Ly,n > 0}).

O
Wie {iblich beschreiben wir reguldre Sprachen durch reguléire Ausdriicke, bei denen
Mengenklammern (und héufig auch Konkatenationspunkte) wegfallen. Zum Beispiel
beschreibt (ab)*a den Ausdruck ({a} - {b})* - {a}. Aus der Definition ergibt sich
Abschlufl unter Vereinigung, Konkatenation und Stern. Um Abschlufl unter Kom-
plement und Durchschnitt zu zeigen ist die Charakterisierung durch endliche Auto-
maten besser geeignet.

Definition 1.2
Ein nicht-deterministischer endlicher Automat A = (Q, X, I, A, F') besteht aus

e einer endlichen Menge von Zusténden Q)

e einem endlichen Alphabet X

e einer Menge I C (Q von Anfangszusténden
e ciner Ubergangsrelation A C Q x ¥ x Q

e ciner Menge F' C () von Endzusténden.
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Wie iiblich werden Automaten graphisch dargestellt.

Ein Pfad in einem Automaten ist eine Folge qoai1qiasqs . . . angn, wobei fiir 1 <i <n
gilt, daB (g;—1,a;,q;) € A.

Abkiirzend schreiben wir gy “““3" 4 ¢,. Der Pfad ist erfolgreich, falls gy € I und
gn € F.

Die von A akzeptierte Sprache ist L(A) := {w | go —A qn ist erfolgreich}.

O
Der Satz von Kleene sagt, dafl eine Sprache genau dann regulér ist, wenn sie von
einem endlichen Automaten akzeptiert wird.
Als Beispiel verwenden wir diese Charakterisierung, um Abschlufl der Klasse der
reguldren Sprachen unter Durchschnitt zu zeigen.

Satz 1.3
Sind L1, Ly € Regs, so ist auch L1 N Ly € Regs.

Beweis

Es seien A1 = (Q1, %, [1, A1, F1) und Az = (Q2, %, I, Ag, F5) Automaten mit L =
L(A;) und Ly = L(As).

Wir definieren

A= (Ql X QQ,E,Il X I27A7F1 X FQ),

wobei
A= {((QI7q2)va7 (Q£7qé)) ’ (qlva'a qll) € Ala (QQvavq,Q) € AQ}

Man sieht leicht: (q1,q2) ——4 (¢}, d5) gdw q1 ——4 ¢} und ga — 4 ¢b.
Nach Definition der Anfangs- und Endzustandsmengen in 4 ist daher

w € L(A) gdw w € L(A;) N L(Asg).

O
Um Abschlufl unter Komplement zu zeigen, sind nicht-deterministische Automaten
nicht gut geeignet.
Beachte: Ist A = (Q,X,I,A,F) ein NEA mit L C L(A), so ist im allgemei-
nen A = (Q,%,I,A,Q\F) kein Automat fiir L := X*\L. Zum Beispiel ist fiir
A = ({1,2}, {a}, {1}, A, {1}) mit A := {(1,a,1),(1,a,2)} L(A) = a*, L(A) =
at #0=L(A).
Damit eine solche Konstruktion funktioniert, benttigt man deterministische Auto-
maten.

Definition 1.4
Der Automat A = (Q, %, I, A, F') heifit deterministisch, falls gilt:

o |I|=1,dh. I ={q}

e A ist funktional, d.h. fiir ¢ € Q und a € ¥ existiert genau ein ¢’ € Q mit
(¢;0,4") € A
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Statt der Ubergangsrelation A verwendet man daher die Ubergangsfunktion

§:Qx¥Y—Q: (ga)— ¢, wobei (q,a,q') € A.

Die Funktion § kann auf Worter erweitert werden: §(q, w) := ¢, wobei ¢’ der ein-
deutig bestimmte Zustand ist, fiir den es einen Pfad ¢ — 4 ¢’ gibt. Es ist dann
L(A) ={w [ 6(qo0,w) € F'}.

O
Durch die sogenannte Potenzmengenkonstruktion kann jedem nicht-deterministisch-
en Automaten effektiv ein deterministischer Automat zugeordnet werden, der die-
selbe Sprache akzeptiert.
Dazu sei A = (Q,%,I,A, F) ein nicht-deterministischer Automat. Wir definieren
P(A) = (29,%, g0, 6", F") durch

o qoi=1
o '(Pa):=={q|3FpeP: (pa,q) € A}
o« F':={PCQ|PNF+0}

Man sieht leicht, da§ L(A) = L(P(A)) ist .

Satz 1.5
Ist L € Regs, so auch L := ¥*\L € Regs..

Beweis
Sei L = L(A) fiir einen deterministischen Automaten A = (Q, %, o, 0, F'). Dann gilt:

weL gdw d(q,w) € F

we¢ L gdw  0(qo,w) ¢ F

weL gdw (g, w) € Q\F
Das zeigt: A = (Q, 3, qo, 6, Q\F) ist ein Automat fiir L.

O

Zu jeder reguldren Sprache L exisitert ein (bis auf Zustandsumbenennung) eindeu-
tiger deterministischer Automat A mit minimaler Zustandsanzahl und L = L(A).
Dieser minimale Automat kann wie folgt effektiv konstruiert werden:
Es sei A = (Q, X, qo, 9, F') ein deterministischer Automat fiir L.

1. Entferne unerreichbare Zusténde, d.h. Zustinde ¢ € @, fir die kein w € ¥*
exisitiert mit d(qp, w) = gq.

2. Identifiziere dquivalente Zusténde. Fiir ¢ € @ sei Ly(A) = {w | d(q,w) €
F}. Wir definieren ¢ ~4 ¢ gdw Ly(A) = Lg(A). Die Relation ~ 4 ist eine
Aquivalenzreaktion. Faft man fquivalente Zustéinde zusammen, so erhilt man
den minimalen Automaten.

Alternativ kann man auch mit Hilfe der Nerode-Rechtskongruenz den minimalen
Automaten beschreiben: Fiir eine (beliebige) Sprache L € ¥* definieren wir

uprv gdw Yw € ¥* tuw € L& vw € L
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(d.h. zwei Worter sind dquivalent, wenn sie bei Multiplikation eines beliebigen Wor-
tes von rechts beide in L oder beide nicht in L liegen). Diese Relation ist eine Aqui-
valenzrelation auf ¥* und es gilt (fiir alle u,v,w € ¥*) uprv = vwprvw (Rechts-
kongruenz).

Der Satz von Nerode sagt aus, dal L genau dann reguldr ist, wenn py endlichen
Index hat (d.h. nur endlich viele Aquivalenzklassen besitzt).

Diese Klassen konnen nun als Zustéinde eines Automaten aufgefafit werden. Fiir
u € ¥* bezeichne [u] := {v | uprv} die pr-Klasse von u.
Wir definieren Ay, := (@, X, qo, 0, F'), wobei

o Q:={[u] [ue¥x}

* qo:=¢]

e ([u],a) := [ua] (représentantenunabhéngig, da pr, Rechtskongruenz)
o F:={[u] |uelL}

Fiir eine regulére Sprache L ist A der minimale Automat fiir L.

1.2 Regulire Sprachen und endliche Monoide

Ein Monoid (M, -7, 1) besteht aus einer nichtleeren Trigermenge M, einer asso-
ziativen bindren Operation -3y und einem Einselement 1;;.

Assoziativ: (xmy) mz=x-y (y-m2) fir alle z,y,z € M

Einselement: x-p 1y =1y -y x = firallex € M
Wir werden meist M anstatt (M, -pr, 1a7) schreiben und hiufig den Index M bei -ps
und 1;; weglassen.
Ein Monoid heifit endlich, wenn M (Trégermenge) endlich ist.
Sind M, N Monoide, so heifit eine Abbildung ® : M — N Homomorphismus, falls
gilt

o« Oz ary) = D) v B(y)

o (1) =1n.

Beispiel 1.6

Fiir ein Alphabet ¥ ist die Menge ¥* aller Worter iiber ¥ zusammen mit Konkate-
nation als Operation - und mit dem leeren Wort ¢ als Einselement ein Monoid. X*
heifit freies Monoid iiber 3, da es die folgende universelle Eigenschaft besitzt:

Fiir jedes Monoid M und jede Abbildung f : ¥ — M gibt es genau einen Homo-
morphismus ® : ¥* — M mit &5, = f.

O
Homomorphismen von ¥~* in ein Monoid M konnen verwendet werden, um Sprachen
iiber ¥ zu definieren.
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Definition 1.7
Es sei M ein Monoid, ¥ ein Alphabet und ¢ : ¥* — M ein Homomorphismus. Jede
Teilmenge N C M definiert eine Teilmenge von *:

O~YN) = {w e T* | d(w) € N}.

Die Sprache L C ¥* wird von M akzeptiert, wenn es N C M und @ : ¥* — M mit
L =®"1(N) gibt.

Satz 1.8
Fiir eine Sprache L C ¥* sind dquivalent:

1. L wird von einem endlichen Monoid akzeptiert

2. L ist regular

Beweis

1=2

Es sei ® : ¥* — M mit der Eigenschaft L = ®~}(N) fiir N C M gegeben, wobei M
endlich sei. Der deterministische endliche Automat Ay :=(M, X157, 9, N) mit der
Ubergangsfunktion 6(m, o) := m -y ®(o) akzeptiert L.

Dazu zeigt man:

Fiir alle w € £* und alle m € M gilt §(m,w) = m - ®(w). (1.1)

Beweis von (1.1) durch vollstindige Induktion tber |w|:
Induktionsanker: |w|=0 = w=¢

Sei nun m € M, dann gilt 6(m,w) = §(m,e) =m - ®(e) =m - (w).
Induktionsschluf3: |w|=n+1

Es seien w = v -0, |v| =n, 0 € ¥, v € ¥*. Dann gilt

o(m,w) =

=%

m,vo)

(
(6(m,v),0)
(m - ®(v),0)

<
> o

Damit ergibt sich 6(1,w) =1 ®(w) = ®(w). Also gilt
weL=01N) gdw &(w)e N
gdw d(1,w) € N
gdw w € L(Apn)
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2=1

Es sei A = (Q, %, qo,0, F) ein endlicher deterministischer Automat mit L = L(.A).
Offenbar definiert jedes w € ¥* eine Funktion §, : Q — @ : ¢ +— d(q,w). Es
sei M = Q@ die Menge der Funktionen von @ nach Q. Da Q endlich ist, ist M
auch endlich. Mit Komposition von Funktionen und der Identitédtsfunktion ist M
ein Monoid.

Komposition: (61 0 d2)(q) = d2(01(q)).

Man sieht leicht, daf3 die Abbildung

®: X" s M: w— by,

ein Homomorphismus ist, denn

1. o(e) = o¢

= Q—Q: (¢g—0(g,¢))
= Q—Q: (g—q)
= Idg=1y

2. (v-w) = Oy
= Q@—Q: (g 6d(q,vw))
= Q—Q: (g~ 9(0(q,v),w))
= Q—Q: (g 0,00u(q))
= 0, 0 0y
= B(v) o B(w)

Wie mufl N C M definiert werden? Gesucht ist ein IV, das die folgende Bedingung
erfiillt:

o we L(A) gdw ®(w) € N.

Dabei ist (w € L(A) < §,(q0) = d(qo,w) € F) und (®(w) € N < 4, € N).
Wir definieren daher: N := {0, | 5, (qo) € F}. Damit gilt L(A) = ®~1(N).

Das Bild von ® bezeichnet man als Ubergangsmonoid von A.

Definition 1.9
Fiir einen endlichen deterministischen Automaten A = (Q, X, qo, 6, F) ist das
Ubergangsmonoid von A das Untermonoid M4 := {d,, | w € £*} von M = Q.

Definition 1.10

Fiir eine regulire Sprache L heiit der Ubergangsmonoid des minimalen Automaten
syntaktischer Monoid von L. Wir bezeichnen diesen mit Mp. Da der minimale
Automat eindeutig durch L bestimmt ist, hingt M, nur von L ab.
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Man kann Mj, auch direkt, d.h. ohne Bezugnahme auf den minimalen Automaten,
definieren.

Definition 1.11

Fiir eine beliebige Sprache L C ¥* ist die syntaktische Kongruenz ~j auf ¥* defi-
niert durch u ~p v gdw ( Vz,y € ¥* : zuy € L gdw zvy € L).

Man zeigt leicht, daB ~ eine Kongruenzrelation ist, d.h. eine Aquivalenzrelation,
die zusétzlich erfiillt:

UL ~[, VL

Yu,v,x € ¥ : UNij{
TU ~L TV

Daher kann man den Quotientenmonoid ¥*/ ~, bilden:

Trigermenge: {[w]~, | w € £*} (Menge der Aquivalenzklassen von ~),
wobei [w]., = {w' | w~p w'}.

Operation :  [u]~, - [V]~, = [uv]~,
repriasentantenunabhéingig, da ~j; Kongruenzrelation ist

Beweis: Seien u ~r, «' und v ~, v'.

= Vo,ye€X*: zuy € L gdw xu'y € L und
Vao,y € ¥*: zvy € L gdw zv'y € L

= Vo,y € ¥*: zuvy € L gdw xv'vy € L gdw zu'v'y € L
= [uv]e, =[]~
= wv ~p u'v'

Einselement: [e]~,

Satz 1.12
Sei L regulér. ¥*/ ~p, ist isomorph zum syntaktischen Monoid Mf..

Beweis
Es sei A = (Q, X, qo, 9, F) der minimale deterministische Automat fiir L. Wir defi-
nieren
v X/~ — Mg
S

7 zeigen ist:

1. Reprisentantenunabhéngigkeit( = Wohldefiniertheit, d.h. v ist Funktion): u ~p,
v = 0y = Oy
Beweis: Es gelte u ~;, v. Angenommen 6, # &,. Dann gibt es ¢ € () mit

6u(q) = 0(q,u) = 1 # g2 = 6(q,v) = du(q).

Da A minimal ist, ist ¢ erreichbar, d.h. es gibt ein x € ¥* mit §(qg, x) = ¢. Da
u ~p, v gilt, folgt fiir alle y € ¥*: zuy € L gdw xvy € L.
Das heifit aber fiir alle y:

d(q1,y) = 6(qo, zuy) € F gdw d(q2,y) = 6(qo, zvy) € F
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d.h. Lg (A) = Lg,(A) (zur Definition von L, siehe Definition des minimalen
Automaten). Da A minimal ist (nach Voraussetzung) folgt g1 = ga (weil (Lq, =
Ly, = 1 ~4 q2) = @1 = q2, weil ¢; und ¢ bei der Minimierung des Automaten
zusammengefafit werden).

Widerspruch

. 1 ist injektiv, d.h. §, = d, = u ~p v

Beweis: Es sei §, = &, und zuy € L. Zu zeigen ist, dafl aus diesen Bedingung-
en xvy € L folgt.
Es gilt zuy € L = §(qo, xzuy) € F. Fiir g1 := 0(qo, x) ist
0(qo, zuy) = 0(qu, uy)
= 5,(6u(a@)
= 0y(0u(q1)) (da by =0y)
= (q1,vy)
= 0(qo, zvy)
Es folgt §(qo, zvy) € F und damit xvy € L.
(Dies war zuy € L = zvy € L, xvy € L = zuy € L geht véllig analog.)

. 1 ist surjektiv

Beweis: ¢, ist das Bild von [u].,
ausfiithrlich: zu zeigen ist Yy € My : Jz: ¢(z) =y

Beweis: Sei y € My, beliebig aber fest. = Jw € ¥*: 4, = y. Setze z = [w].

= Y(z) = P([w)) = w =y = fiiralle y € M|, existiert ein x mit ¢ (z) = y.

Dies ist aber gerade die Behauptung.

1 ist Homomorphismus

Beweis:
¢([u]~l ’ [U]NL) = 1/}([u ) U]NL)
= Oyp =0y 00,
= w([u]NL) ow([v]"/L)

Korollar 1.13
L ist reguldr gdw ~ hat endlichen Index.

Beweis .

‘=7 M7, ist der Ubergangsmonoid des minimalen Automaten, also endlich.
Die Triagermenge von ¥*/ ~ sind die ~p-Klassen. Mit Satz 1.12 gilt,
da My, isomorph zu ¥*/ ~, ist, also hat ~, endlichen Index.

‘e L wird von ¥X*/ ~p, akzeptiert, denn fiir

O XY~ u (Ul

ist @ 1(®(L)) = L.

Dazu mufl man zeigen:

ueLund u~pv=ve€L. (1.2)

Hat ~p, endlichen Index, so ist ¥*/ ~p endlich. Mit Satz 1.8 folgt: L

regulér.
O
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Beispiel 1.14 (Berechnung des syntaktischen Monoids zu einer Sprache)
Y ={o,7}, L=Yorx*
1. Bestimmung eines nicht-deterministischen endlichen Automaten fiir L:
o T

g, T g, T

2. Potenzmengenkonstruktion zur Erzeugung des édquivalenten deterministischen
endlichen Automaten. Folgende Zusammenfassungen werden zur Vereinfach-
ung vorgenommen:

q1 = {1} q2 ‘= {172} q3 \= {1,3} q4 = {17273}

_»O'/-\T g

g T g T

3. Minimierung: Zusammenfassung dquivalenter Zustidnde

Aquivalenzrelation ~ 4 auf Zustéinden:
q~aq gdw Ly(A) = Ly (4)

Wir definieren die Relation ~, (n > 0):

e g~oq gdw (g€ Fund ¢ € F) oder (¢ ¢ F und ¢’ ¢ F)

o gr~pt1 ¢ gdw q ~, ¢ und Vo : §(q,0) ~y, 6(¢,0)
Da (@) endlich ist, exisitiert ein k mit ~jp=~py1. Man zeigt leicht, dafl
NE=N A
Im Beispiel:

e ~ hat die Klassen F = {q1,¢2} und F = {g3,q4}
e ~j hat die Klassen {q1}, {q2}, {g3,q4}

[ ) N2:N1

Der minimale Automat ist somit

T g, T
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4. Bildung des Ubergangsmonoids
Triigermenge: {0, | u € ¥*} C Q9

Do P1 P2
0g = ————
Do P1 P2
etesen . von pg mit € nac 0 USwW.
gel po mit h p

5, = Do P1 P2 — S00
D1 P1 P2

5. = Do P1 P2 — 5
Po P2 p2

b, = POPLD2_ 5 piralle u € B

b2 p2 p2
5 _ PoPp1p2
TO - -
P1 P2 p2
Po P1 P2

57'0'0' = = 57'0
P1 P2 p2
Po P1 P2

51'0’7' = = 50’7
b2 P2 p2

Alle Moglichkeiten wurden ausprobiert, es ergab sich nichts neues. Es ist damit
ML = {5&‘7 607 67'7 5077 570}-

Die Multiplikationstabelle ergibt sich aus den festgestellten Identitéten.

Beispiel 1.15
endlicher Monoid, der nicht syntaktischer Monoid einer reguldren Sprache ist

. ’1 a b ¢
111 a b c
M ={1,a,b,c} ala a b ¢
b|b a b ¢
clc a b ¢

a,b,c sind Rechtsnullen, d.h. Vx e M : z-a=a, x-b=0b, x-c = c. Es liafit sich
leicht nachrechnen, dal M Monoid ist.

Angenommen ¢ : M — ¥*/ ~p ist ein Isomorphismus, wobei L C ¥* eine re-
gulére Sprache ist. Wir wissen: w € L = [u|~, € L. (Erinnerung: u ~p v gdw
Va,y: zuy € L gdw xvy € L.) Fiir m € {a, b, ¢} gilt also: ¢)(m) C L oder 1)(m) C L.
Wir betrachten den Fall ¢)(a) C L und +(b) C L. (alle anderen Fille, z.B. ¥(b) C L,
¥(c) C L, kénnen entsprechend behandelt werden).

Behauptung: Es folgt ¥(a) = ¥(b).

(Dies wire ein Widerspruch zu ¢ Isomorphismus.)

Beweis: Es sei ¢(a) = [u]~, und ¢(b) = [v]~,. Wir zeigen u ~ v. Seien dazu
x,y € X* beliebig.

1. Fall [y], # [¢]~,

VN ([zuy]) = (2] [u] - [y))
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#ldaly]#[e])
= ¢ ([y]) (da [y] Rechtsnull ist)

= ¢ ([z]) -7 () v ([Y)
1
)

& ([zvy]
Daraus folgt[zuy] = [zvy], da ¢ Isomorphismus ist. Also gilt zuy ~p zvy. Damit
gilt insbesondere zuy € L gdw zvy € L und somit ist u ~p, v.
2. Fall [y] = [¢]
Dann ist

o (ruy)) = 7N ([2]) () - v ()

=1
= ¢ ([2]) - 7 ()
N——
=a, P(a)=[u]
= ¢ ([2]) a

Entsprechend gilt

v ([zvy]) = b

Da 9(a) € L und ¢(b) C L folgt [xuy] C L und [zvy] C L und damit zuy € L gdw
zvy € L. Also u ~p, v.
Insgesamt folgt der Widerspruch zur Annahme, dafl M syntaktisches Monoid ist.

O
Der Zusammenhang zwischen reguldren Sprachen und endlichen Monoiden kann
dazu verwendet werden, Teilklassen der Klasse der reguldren Sprachen zu definie-
ren.

Definition 1.16
Es sei V eine Klasse endlicher Monoide. Wir definieren die zugehorige Klasse L(V')

von Sprachen durch
L(V):={LCX" | M eV}

O
L(V) ist eine Klasse von reguldren Sprachen. Um “verniinftige” Klassen von Spra-
chen zu erhalten, mufl man Klassen von Monoiden betrachten, die ebenfalls “ver-
niinftige” Abschlufleigenschaften haben.

Definition 1.17

FEine nicht-leere Klasse V' endlicher Monoide, die abgeschlossen ist unter Bildung
von Untermonoiden, (binérer) direkter Produkte und homomorpher Bilder, heift
M-Varietit .
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Untermonoid N C M ist Untermonoid von (M, -, 1), falls gilt:
e 1leN

en,neN = n-neN

Abschluf3 unter Unter-

monoidbildung e M €V, N Untermonoid von M = N €V

Direktes Produkt My x Moy
o (m1,mg2) x (mf,my) = (my - my, mg - my)
o 1M1><M2 - <1M17 1M2)

My, My Monoide = M x My Monoid
Homomorphes Bild Ist ® : M; — My surjektiver Homomorphismus, so
ist My homomorphes Bild von M;.

Beispiel 1.18
Es sei Vg die Klasse aller endlichen Gruppen. Man zeigt leicht, dafl Vi M-Varietét
ist.

e Abschlufl unter homomorphen Bildern und direktem Produkt ist trivial

e Untermonoidbildung:
Wir benétigen hier Endlichkeit. (Beispiel: (Z,+,0) ist Gruppe, (IN,+,0) ist
Untermonoid, das keine Gruppe ist.)
Im endlichen Fall:
Es sei GG eine endliche Gruppe und N ein Untermonoid von G. Warum ist fiir
n € N auch das Gruppeninverse n=! € N?
Betrachte die Abbildung ¢, : N — N : m — m - n. Diese Abbildung ist
injektiv, da G Gruppe ist: In G gilt jam-n =m'-n = m = m/. Da N
endlich ist, ist ¢, auch surjektiv. Wegen 1 € N gibt es daher n’ € N mit
©on(n') = 1, das heifit n’ - n = 1. Damit ist n=! =n’ € N.

O
Varietédten konnen auch mit Hilfe von Gleichungen definiert werden. Es sei X ein
abz#hlbar unendliches Alphabet (von Variablen). Eine Gleichung ist von der Form

u=v mit u,v € X (statt € schreiben wir 1).

Ein Monoid M erfiillt die Gleichung u = v gdw fiir jeden Homomorphismus ® :
X* — M gilt: ®(u) = ¢(v).

Beispiel
xy = yz (z,y € X) wird genau von den kommutativen Monoiden erfiillt.
Kommutativi Vm,ne M : m-n=n-m.
M erfillle zy = yx. Seien m,n € M und sei ® : X* — M Homomorphismus mit
m = ®(z), n = ®(y). Dann gilt

m-n=o(x) e(y) = 2(zy) = ¢(yz) = 2(y) - ©(z) =n-m. O
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Definition 1.19

Es sei (u, = vp)n>1 eine Folge von Gleichungen. Die Klasse V' von endlichen Monoi-
den wird schliellich definiert von dieser Folge, falls es fiir alle M € V je ein k gibt
mit der Eigenschaft

M erfullt u,, = v, fir alle n > k
und umgekehrt ist jedes M, das diese Eigenschaft hat, in V.

Satz 1.20 (Eilenberg/Schiitzenberg)

1. Jede M-Varietdt kann durch Gleichungen schlielich definiert werden.

2. Umgekehrt ist jede durch Gleichungen schliefilich definierte Klasse endlicher
Monoide eine M-Varietét.

O
Beispiel 1.18 (Fortsetzung)
Mit dem obigen Satz muf} eine Folge von Gleichungen existieren, die die M -Varietét
Vo definiert.
Die M-Varietdt Vi aller endlichen Gruppen wird schliefSlich definiert durch

(55ﬁ = 1)n21
wobei = kgV'(1,...,n).
1. Es sei G € Vg. Offenbar gilt fiir k = |G|, daB ¢* = 1 fiir alle g € G.

Fiir n > k ist k ein Teiler von .. Es folgt ¢" = 1 fiir alle ¢ € G und damit
erfiillt G die Gleichung 2™ = 1 fiir alle n > k.

2. Erfiillt G die Gleichung ™ = 1 (fiir irgendein n), dann ist G eine Gruppe: fiir
g € G ist ¢" ! Inverses zu g.

O
Aus den Abschluleigenschaften fiir M-Varietéten ergeben sich Abschlufleigenschaft-
en fiir die dadurch definierten Klassen von Sprachen. Wir betrachten nur die Boole-
schen Operatoren (Schnitt, Vereinigung, Komplement). Dazu benétigen wir ein Lem-
ma:

Lemma 1.21
Es sei V eine M-Varietdt und L C ¥* eine Sprache, die von M € V akzeptiert wird.
Dann ist My ~¥*/ ~p € V.

Beweis Da M die Sprache L akzeptiert, gibt es einen Homomorphismus ¢ : ¥* —
M und ein N C M mit L = ®~1(N).

1. (E sei ® surjektiv

Dies ist keine Einschrinkung, da man sonst den Untermonoid M’ := ®(X*)
von M als Bildraum von ® nehmen kann. Mit N’ := N N M’ gilt
o L=0"YN

e M’ €V (da M’ Untermonoid von M € V und V Varietét)
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2. Sei also @ : ¥* — M surjektiv. Definiert man
un~p v gdw (u) = ®(v)

so gilt: ~gCrp.
denn (Beweis) Gelte u ~¢ v und sei zuy € L. Dann ist ®(zuy) € N und

(zvy) = @(x)- (v) - (y)
= ®(z) - P(u) - (y) (da ®(u) = P(v) wegen u ~g v)
= ®(zuy) € N

Also folgt zvy € L = ®~Y(N). Damit ist ~$C~, gezeigt.

3. Wir definieren nun ¢ : M — ¥*/ ~, durch m — [u]~, falls ®(u) = m. Wegen
2 (ur~pve Pu) =P(v) =m = u ~r v) ist diese Definition représen-
tantenunabhingig. Wegen 1 gibt es zu jedem m ein passendes u. Man sieht
leicht, dafl ¢ surjektiver Homomorphismus ist. Also ist ¥*/ ~ homomorphes
Bild von M € V. = ¥*/ ~pe V (da eine Varietéit beziiglich der Bildung
homomorpher Bilder abgeschlossen ist).

O

Satz 1.22

Es sei V' M-Varietit. Dann ist L(V') — die Menge der Sprachen, deren syntaktischer
Monoid in V liegt — abgeschlossen unter Vereinigung, Durchschnitt und Komple-
ment.

Beweis
Wir kénnen uns auf Schnitt und Komplement beschrénken, da die Abgeschlossenheit
beziiglich Vereinigung daraus folgt.

1. Komplement: My, = Mj, (dies gilt aufgrund der Definition von ~)

2. Durchschnitt: Es seien L, L' € L(V)y, das heift M = ¥*/ ~p€ V und
My, =¥*/ ~p € V. Es seien weiter

O XY ~pr urs [ule,

und
P BT - v ues U,
die kanonischen Homomorphismen.
Wir wissen (vergleiche den Beweis zu Korollar 1.13), da$ fir N = ®&(L) und
N' =& (I') gilt L =®&"YN)und L' = ®~}(N’). Wir definieren
P N — X ~p xE ) ~pe Vo (da 'V oabgeschlossen ist bzgl. X)
u = (2(u), ' (u)
Dann ist
P IU(NxN') = {u] ®u) e N und ®'(u) € N'}
= o YN)NI (N
= LnL
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Also akzeptiert M = ¥*/ ~p xX*/ ~p, die Sprache LN L'. Wegen M € V
folgt mit Lemma 1.21, dal My~ € V.

O
Es ist manchmal giinstiger, Halbgruppen statt Monoide zu betrachten. Eine Halb-
gruppe hat wie ein Monoid eine binére assoziative Operation, aber im allgemeinen
kein Einselement.
Die bisher betrachteten Begriffe und Ergebnisse lassen sich auf Halbgruppen iiber-
tragen:

e syntaktische Halbgruppe: Die syntaktische Kongruenz ~ ist auch eine Kon-
gruenz auf der freien Halbgruppe X+ = ¥*\{e}. Die syntaktische Halbgruppe
S, der Sprache L ist X1/ ~.

Alternativ bezeichnet man mit S4 die Ubergangshalbgruppe {8, | u € ¥*}
des minimalen Automaten A fiir L.

e S-Varietdt (“S” steht fiir “semigroup”): Abgeschlossen unter Unterhalbgrup-
penbildung, direktem Produkt und homomorphen Bildern.
Beachte: Unterhalbgruppen von Monoiden miissen keine Untermonoide sein.
S-Varietéten konnen ebenfalls schliefilich durch Gleichungen definiert werden.
Diese Gleichungen sind von der Form u = v, u,v € X, das heiit Satz 1.20
gilt in einer Halbgruppenvariante 1.20S.
S-Varietéiten liefern eine feinere Aufteilung in Klassen. Zum Beispiel wird die
Gleichung xy = x nur von dem trivialen Monoid erfiillt (1-m =1= m =1).
Es gibt aber nicht-triviale Halbgruppen, die xy = x erfiillen.

e zugehorige Sprachklasse: Fiir eine S-Varietdt V ist

L(V)g ={LCX*| S, eV}

Lemma 1.21 und Satz 1.22 gelten ebenfalls in Halbgruppenvarianten 1.21S und
1.22S.

1.3 Reguliare Sprachen und logische Formeln

”

Wir verwenden im folgenden eine Logik mit Gleichheit, das heiffit “=" ist ein binéres
Pradikat, das als Identitét interpretiert wird. Als nicht-logische Symbole verwenden
wir eine binfire Relation “<”, sowie endlich viele einstellige Relationen P, ..., Pj.
Wir betrachten endliche Interpretationen, in denen “<” als totale Ordnung definiert
ist. Solche Interpretationen lassen sich als Wérter iiber dem Alphabet 3 = {0, 1}*
auffassen.

e dom(I)={dy,...,dy}, wobeid; < ds < ...<d,

o Sei o = (biy,-..,bi,), wobei
1 diEPI
b, = g
s =0 di¢ P

dann entspricht die Interpretation I dem Wort o7 ...0,. Umgekehrt liefert
jedes Wort iiber X eine Interpretation.
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Beispiel 1.23
k =1, das heifit ¥ = {0,1}. In diesem Fall entspricht das Wort 010 einer Interpre-
tation mit

o dom(I) ={dy,ds,ds}
o di <dy <ds
o P! = {dy} (die zweite Stelle im Wort ist die einzige “17”)

O
Anstelle von Interpretationen werden wir im folgenden stets Worter verwenden. Es
macht daher Sinn, zu sagen, daf ein Wort w € X+ Modell einer Formel ¢ ist (w = ¢).

Definition 1.24

Es sei ¢ eine geschlossene Formel (d.h. ¢ enthélt keine freien Variablen) der Logik
erster Stufe, die als nicht-logische Symbole nur < und Pi,..., P, verwendet. Das
Alphabet ¥ sei {0, 1}*.

Dann definiert ¢ die Sprache

Lig) ={we " |w ¢}

Od
Da Interpretationen stets nichtleeren Bereich haben, entspricht das leere Wort keiner
Interpretation. Das ist keine wesentliche Einschrinkung, zum Beispiel ist L regulér
gdw L\{e} reguldr ist.

Beispiel 1.25
k =1, das heifit ¥ = {0, 1}. Die Sprache 11*0* wird definiert durch die Formel

Jz: (Pi(z) N Yy: (w<z— Pi(y) AN Vz: (x<z—-Pi(2)))

Satz 1.26
Boolesche Operatoren in Formeln entsprechen Booleschen Operatoren auf Sprachen,
das heif3t

o L(—p) = ZT\L(p),
o L(p V1) = L(p)UL(Y),
o L(pAy) = L(p) N L(Y).

O
Bei der Beschreibung von Sprachen durch logische Formeln sind die folgenden Abkiirzun-
gen hilfreich:

e Fiir jedes o € ¥ kann man mit einer Formel mit einer freien Variablen — Q, ()
— ausdriicken, dafl an der Stelle x das Symbol o steht.
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Zum Beispiel fiir k = 2, das heifit ¥ = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)} gilt

Qq,1)(x) entspricht Pi(x) A Pa(x)
Q(Lo)(év) entspricht Py(x) A —Py(x)

e Durch eine Formel Min(z) kann man ausdriicken, dafl = der Wortanfang ist:

-y y<zx

e Entsprechend kann man Max(z) als das Wortende verwenden:

Vy: y<zx

e Die auf z folgende Stelle im Wort wird ausgedriickt durch
Suce(z,y): (x <yAN-Fz(zx <zAz<y))
e Hiufig verwendet man statt einer Formel “Succ(z,y)” eine Funktion “s”:

Fiir = ist s(x) die auf x folgende Position im Wort, falls diese existiert; sonst
sei s(x) = .

s(z) =y = Suce(z,y) V (Max(x) Nz =vy)

Entsprechend kann man anstelle von Formeln Maz(z) und Min(z) Konstant-
en maz und min verwenden.

e Wie den Nachfolger kann man auch den Vorgénger durch eine logische Formel
Pred(z,y) oder eine Funktion p(x) beschreiben.

Beispiel 1.27

Die regulédre Sprache a(ba)* kann beschrieben werden durch
Qo(min) A
Vo Vy: (Qa(x) A Suce(z,y) — Qp(y)) A
Vo Vy : (Qp(z) A Suce(x,y) — Qa(y)) A
Qq(max)

O
Welche Sprachen lassen sich durch Formeln der Logik erster Stufe beschreiben? Wir
werden spéter sehen: Nur reguldre Sprachen sind so beschreibbar.
Kann man alle reguliéiren Sprachen L C ¥ durch eine Formel der Logik erster Stufe
beschreiben?

Beispiel 1.28
Die regulére Sprache L = a(aa)* kann nicht durch eine Formel der Logik erster Stufe
beschrieben werden. Wir werden spéter sehen, wie man das zeigt.
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Erlaubt man Quantifizierungen iiber einstellige Priadikate, so kann man zum Beispiel
L = a(aa)* durch eine Formel definieren. Als Variablen fiir einstellige Pradika-
te verwenden wir grofle Buchstaben (X, Y, Z,...) und als Variablen fiir Objekte
(Positionen im Wort) wie bisher kleine Buchstaben (z, y, z,...).

Die Sprache L = a(aa)* kann nun beschrieben werden durch

IX3IY  (X(min) A
Vo Vy : (X(x) A Suce(x,y) — Y(y)) A
Ve Yy : (Y(x) A Suce(x,y) — X(y)) A

X (mazx) A
Vo : (X(z) < =Y (z)) A
Ve : Qu(x))

Die Idee dabei ist, dafl X fiir die ungeraden Positionen und Y fiir die geraden
Positionen steht. X (maz) besagt, dafl die letzte Position ungerade ist, das heifit daf
das Wort ungerade Lénge hat.

Wir werden spéter sehen, dafl man durch Formeln, die derartige Quantifizierungen
zweiter Stufe zulassen, genau die reguldren Sprachen beschreiben kann.

In Kapitel 3 werden wir die Klasse von Sprachen untersuchen, die genau durch
Formeln der Logik erster Stufe definiert werden kénnen.

Wir betrachten zunéchst in Kapitel 2 eine kleinere Klasse von Sprachen: die durch
quantorenfreie Formeln beschreibbaren Sprachen.



Kapitel 2

Verallgemeinert-definite
Sprachen und quantorenfreie
Formeln

Wir fithren zun#chst die Sprachklasse direkt ein und zeigen dann, wie man sie mit
Hilfe von Halbgruppen und Formeln charakterisieren kann.

2.1 Verallgemeinert-definite Sprachen

Informell sind diese Sprachen dadurch charakterisiert, dafi Zugehorigkeit eines Wor-
tes zu der Sprache nur von den k ersten und den k letzten Buchstaben abhéngt.
Definition 2.1

Die Klasse By der verallgemeinert-definiten Sprachen ist wie folgt definiert:

L C ¥* gehort zu (By)y gdw es gibt ein k > 0, so dafl fiir alle w € L gilt: Ist
w=wv =v'u mit |u| = k = |u/], so ist

uX*NY*y € L gdw w € L.

O

Ob ein Wort w’ zu L gehort, hiingt also nur von den ersten und letzten & Buchstaben
ab.

Lemma 2.2
Fiir ein endliches Alphabet 3 ist (By)s, der Boolesche Abschlu8 der Sprachen

{uS* Jue X u{s*d | v € ¥}
Beweis
1. Es sei L € (Bp)x und k die in Definition 2.1 geforderte Zahl.

1. Fall k=0
In diesem Fall ist L = ¥* oder L = .

23
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o fiir u =¢ ist uX* =X*
e fiir beliebiges u ist uX* NuX* = ()
2. Fall k>0
In diesem Fall gilt

L= U w=nzd || {vel] |l <k}
Ju|=k=|u/|

uS*NS*u/CL

denn (Beweis)

“D” trivial

“C” Es sei w € L. Der Fall |w| < k ist trivial. Sei also |w| > k. Damit
gibt es u, u/, v, v mit w =wv =v'v' und |u| =k = |u/|. Aus w € L
und der Definition der verallgemeinert-definiten Sprachen folgt

uX*NY*u C L.
=
we

Es bleibt zu zeigen, dafl {v € L | |v| < k} im Booleschen Abschluf} liegt. Es
gilt aber

{v} = ¥"\vXX*
= vE*\UvaZ*

ocEY

2. (a) Wir wollen zeigen, da w¥* € (By)x
Wiéhle dazu k = |w|. Offenbar ist

w=uv=vv €L=wl" (mit|u|=k= ) gdw u = w.

Es ist daher uX* N ¥*u' C L = wX* falls w = wv € L.
(b) ¥*w kann entsprechend behandelt werden

(c¢) Abschlufl von By unter Vereinigung
Es seien L1 € By, Lo € By mit Zahlen ki, ko. Fiir L1 U Ly kann man
k := max{ki, ka} verwenden. Beachte: Ist u = ujug, so ist u1X* O ud*.
Aus u1 X* C L folgt also ud* C L.
Damit zeigt man leicht, dafl k das Gewiinschte leistet.

(d) Abschluff von By unter Komplement
Es sei L € By und k die entsprechende Zahl. Dieses k kann auch fiir L
verwendet werden. Es sei w = uv = v'u’ € L, wobei |u| = k = |u/| gelte.
Wire uX* N X% € L, so gibe es w' € uX* N X*u/ mit w’ € L. Daraus
wiirde uX* N X*u’ C L folgen, was im Widerspruch zu w € L stiinde.
Damit wissen wir, dal L verallgemeinert-definit ist mit der Zahl k.



2.2 Die zugehorige S-Varietét

2.2 Die zugehorige

Um diese S-Varietét zu definie
ments in einer Halbgruppe.
Definition 2.3

Es sei S eine Halbgruppe. Ein

25

S-Varietiat

ren, bendtigen wir den Begriff des idempotenten Ele-

Element e € S heifit idempotent gdw e - e = e.
O

Offenbar ist ein Einselement immer Idempotent. Es kann aber noch weitere Idem-

potente geben.

Satz 2.4

Es sei S eine endliche Halbgruppe und m € S. Dann enthilt die Menge {m, m?, m

...} ein Idempotentes.

Beweis

Da S endlich ist, existieren i,k > 1 mit m’ = m?

3

)

+k

itk—1
m v

Es existiert ein [ mit den Eigenschaften

o | <[l <i+k, das heifit [
e [ =0 mod k, das heifit

=i+pmit p<k
U: 1=kl

Behauptung: m! ist idempotent, denn

l

m~ml

+1

,

Beachte: Sind m?, m’
so ist {m?, mitl,

)

N N
mz—‘rp . mkl

kU P

E-(I'-1) |

m'-m
k.m

k-(I'—1)

m'-m mP
szrk‘m

. e
mt - mk -1y

mP

mP

O

m?+* =1 alle verschieden (d.h. ist k¥ minimal gewhlt),

.., m*=11 eine zyklische Gruppe mit Einselement m/!.
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Korollar 2.5
Es sei S eine endliche Halbgruppe, |S| < n. Dann gilt fir @ = kgV(1,...,n) und
alle m € S: m" ist idempotent.

Beweis

Offenbar findet man im Beweis des vorigen Satzes ¢, k mit i + k —1 < n. Es ist

daher [ < n, wobei [ wie im Beweis des Satzes gewihlt wird. Somit gilt [ | 72, das
. .- . . . 7 v

heiBt es existiert ein I/ mit @ = [ - I. Damit ist m™ = (m!) =~ =ml. O

idempotent

Definition 2.6
Die Klasse ID besteht aus allen endlichen Halbgruppen, fiir die gilt:

e Fiir alle Idempotenten e € S (S € ID) ist eSe = e, d.h. {e-s-e|s € S} = {e}.

O

Satz 2.7
ID ist eine S-Varietét, die schliellich definiert ist durch

n

'y =" (n>1, n=kgV(1,...,n)) (2.1)

Beweis
Es geniigt zu zeigen, dafl ID schlieflich von (2.1) definiert wird.

1. Essei S € ID. Mit Korollar 2.5 ist fiir n > |S| und m € S stets m™ idempotent.
Aus der Definition von ID folgt damit fiir alle m’ € S : m™-m’ - m"™ = m".
Also erfiillt S (2.1) schliefllich.

2. Gilt in S die Gleichung (2.1) fiir ein n, so gilt fiir alle Idempotenten e € S und
alle m € S:

7 (
eme = e"me” =" " = e,

also ist eSe = e.

Lemma 2.8
Es sei S € ID. Dann gilt

1. Fir n > |S| und mq,...,m, € S ist my - mg - ... m,, idempotent.

2. Sind e, f € S idempotent und ist m € S, so gilt emf = ef.
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Beweis

1. Betrachte my, myma, miymams, ..., mymoms...my,. Wegen n > |S| gibt es
¢t und j mit ¢ < j und

mi... My =mqp...M;NMG41 ..My . (2.2)
Mit Satz 2.4 existiert ein [ mit (m;41 . .. mj)l =: e idempotent.
mi...Mnp = mi.. oMyMG41 - - MGMGj41 ... Mp

= m1..,mi(mprl..,mj)lmj+1...mn

= m1...mi(mi_H...mj)lmj_H...mnml...mi(mi+1...mj)lmj+1...mn

e s e

my .. .MM 41 .- - MGMg 41 - - MMM o M1 o T . Ty

= my... MpM1...Mnp

2.
emf =efemf=efemf=ef
~~ N——
ceSe cfSf
O
Satz 2.9

A~

L(ID) = By, d.h. fir LC X*: S € ID gdw L € (By)x.
Beweis

“D” Essei L € (By)y, das heift mit Lemma 2.2 ist L im Booleschen Abschlufl der
Sprachen
{u¥*lu € TP U{Z* v € ¥}
Nach Satz 1.22S ist L(]b) unter Booleschen Operationen abgeschlossen. Es
geniigt also zu zeigen, daff uX* und X*u’ in L(JD) liegen. Wir beschrénken uns
auf den Fall L = u¥*. Es sei n = |u].
1. Falln=0,d.h. L =%*
Dann ist ~,= ¥* x ¥* und somit besteht S; = X/ ~ aus einer einzigen
Klasse, die offenbar idempotent ist. Es folgt S;, € .
2. Falln >0
Behauptung: Ist |w| > n, so gilt fiir alle v € ¥* : wv ~p w
denn (Beweis) Fiir alle z,y € ¥* gilt

zwoy € L =uYX" < zwvy beginnt mit u

(lw| > |u]) < zw beginnt mit u
& zwy  beginnt mit u
54

rwy € L =uX*

Endes des Beweises der Behauptung
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Es sei nun e = [z]., € S, = X1/ ~, idempotent. Wegen |z| > 1 ist [z"] > n
und damit erfiillt w = z™ die Voraussetzung der Behauptung.
Dabher gilt fiir alle m = [y|~, € Si:

eme = e"me
= [~ lYle
= [2"y|~ e
(mit Beh. ist 2"y ~p 2") = [2"]~ €
= ¢e"e
(e ist idempotent) = e

Also gilt Sy, € ID.

“C” Bssei Sp € ID, n=|Sg|+1.
Mit Lemma 2.8(1) gilt fiir alle Worter u der Liange n, daf [u]
ist:

~; idempotent

U=01...0p (Ul = [O1]~y - - [On]~y

Es sei nun « € L mit |z| > 2n. Dann ist x = wvd’ fiir |u| = n = |[v/|. Aulerdem
gilt, da [u]~, und [v']~, idempotent sind. Mit Lemma 2.8(2) gilt fiir alle
Woérter w:

[U]NL ’ [w]NL ) [ul]NL = [U]NL ’ [UI]NL

= [ty Wlny - ey

Also gilt vwu’ ~;,  wvu’  und damit auch vwu’ € L.
~—~—
€L da z€L
Das zeigt: uX*u’ C L.

Damit ist

L= U u¥*u’ U {w|lw € L und |w| < 2n}

uS*u/CL . .. .
Tl endliche Vereinigung von Einermengen {w}

|lu|=n=|u
Wir wissen bereits, dafl Einermengen in By sind:
{w} = wE*\ Uyex woX*.
Es bleibt zu zeigen: u¥*u’ € By. Dazu:

uX ' = uX* NE* N\ {w | |w| < 2n}.
SRS N Sl g i’
€Bo €Bo €By

Korollar 2.10

Es sei L eine regulére Sprache (gegeben durch einen reguldren Audruck, einen end-
lichen Automaten etc.). Dann kann man effektiv entscheiden, ob L € By gilt oder
nicht.
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Beweis

Zu L kann man effektiv die syntaktische Halbgruppe Sy konstruieren. Fiir diese
(endliche) Halbgruppe kann man iiberpriifen, ob fiir alle Idempotenten e gilt, dafl
eSre = e oder nicht. O

2.3 Quantorenfreie Formeln

Als nicht-logische Symbole verwenden wir zusétzlich zu der bindren Relation < und
den uniren Relationen Py, Ps,..., P, die Konstanten min und max sowie die
Funktionssymbole s und p. Die Interpretation dieser Symbole sei wie in Abschnitt
1.3 fixiert.

Es sei ¥ = {0,1}*. Fiir o € ¥ verwenden wir die Formeln Q,(z) als Abkiirzung.
Beachte: Im Abschnitt 1.3 haben wir gesehen, daff man die zusétzlichen Symbole
min, max, s und p auch durch Formeln ausdriicken kann, die nur =, < und Py, ..., P
enthalten. Diese Formeln enthalten aber Quantoren.

Satz 2.11

Fiir L C ¥* sind dquivalent:

1. L e By

2. L\{e} = L() fiir eine quantorenfreie geschlossene Formel ¢, die nur die nicht-
logischen Symbole <, P; ... Py, min, max, s und p enthilt.

Beachte: Da {e} € By gilt, ist L € By gdw L\{e} € By.

Beweis

“1 = 2”

Da Disjunktion der Vereinigung und Negation dem Komplement entspricht, geniigt
es mit Lemma 2.2, Sprachen uX* und Y*u’ zu betrachten.

Zu uX* konstruieren wir die zugehérige Formel wie folgt:
l1.Fallu=o01...00mitl > 1

Qo, (Min) A Quy (s(min)) A ... A Qg (s 71 (min)) A s'2(min) < max

2. Fall u = ¢, das heiit L\{e} = X"

Man kann eine beliebige Formel nehmen, die immer wahr ist, zum Beispiel min =
min.

“1 <: 2’7

Es sei ¢ eine geschlossene, quantorenfreie Formel iiber den zur Verfiigung stehenden
Symbolen. Offenbar enthélt ¢ keine Variablen. Terme sind aufgebaut aus min, maz,
p, s. Diese konnen normalisiert werden zu:

s"(min) n >0

es werden keine weiteren Formeln benotigt
p*(max) n>0

Dazu verwendet man s(max) = max, p(min) = min, s(p(d)) = d und p(s(d)) = d
(aufler an den Extremalpunkten min und mazx).
Die Formel ¢ ist daher (E Boolesche Kombination von atomaren Formeln der Formen

P(t), t=t, t<t, t<t, =P(t)
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wobei ¢t und ¢ normalisiert sind.

Beachte: =(t=1t) = (t <t )V (' <t)und ~(t <t') =t <t

Es geniigt fiir jede dieser atomaren Formeln zu zeigen, dafl die akzeptierte Sprache
in By ist.

e P;(s"(min)) wird erfiillt von

— Wortern der Linge < n (mit bestimmten Eigenschaften), d.h. von end-
lichen Mengen von Wortern. Endliche Wortmengen sind aber immer in
By, da sie Vereinigung von Einermengen sind

— Woérter der Linge > n, die als (n+1)-tes Symbol ein o € {0, 1}* haben,
fiir das die i-te Komponente 1 ist:

U uocX* € By

|ul=n
o hat i—te Komponente 1

e entsprechend kénnen P;(p™(max)) und die negierten Formeln —FP;(p"™(max)),
—P;(s"(min)) behandelt werden.

e Formeln t = t/, ¢t < ¢ und t < t’ sind entweder von allen Wortern erfiillt oder
sie schrianken die Wortlange ein:

— §"(min) = s™(min) fir n < m sagt, daf das Wort Lénge < n + 1 hat,
d.h. die Formel kann nur von einer endlichen Wortmenge erfiillt werden.
Diese sind aber in By.

— §"(min) < s™(min) fir n < m sagt, dal das Wort Lénge > n + 1 hat.
Die Komplementmenge (Worter der Linge < n + 1) ist endlich, also in
By. Da By beziiglich den Booleschen Operationen abgeschlossen ist, liegt
also auch die durch obige Formel beschriebene Menge in Bjy.

— p"(maz) < s"™(min) ergibt eine Wortlange < n+m+1 (vergleiche Skizze).
Damit hat man wieder eine endliche Wortmenge, die in By liegt.

n
[ |

n
p p
. .. I I DR e

min® ° ° ° ° ° * mazr
s g™ Sm—l—l
[ J
m



Kapitel 3

Sternfreie Sprachen

Die sternfreien Sprachen sind genau die Sprachen, welche von den Formeln der Logik
erster Stufe akzeptiert werden.

3.1 Die Sprachkasse

Die Klasse der regulédren Sprachen erhilt man, indem man mit endlichen Sprachen
beginnt und dann den Abschlufl unter
e Vereinigung (L U La)

e Konkatenation (Lq - L)
e Stern (L*)

bildet. Wiirde man hier den Stern-Operator verbieten, so konnte man keine unend-
lichen Mengen erzeugen. Regulére Sprachen sind auflerdem unter Durchschnitt und
Komplement abgeschlossen.

Definition 3.1
Fiir ein endliches Alphabet ¥ ist die Klasse der sternfreien Sprachen (SF)y iiber
Y die kleinste Klasse mit

e alle endlichen Sprachen iiber ¥ sind in (SF)yx

e sind Ly, Lo, L € (SF)Z, so auch Li U Lo, L1 N Lo, E*\L, Ly - Ly (dh
Vereinigung, Schnitt, Komplement und Konkatenation).

Beispiel 3.2

1. ¥* € (SF)y, denn X* =
2. Ist A C ¥ und sind A und ¥ endlich, so ist A* € (SF)y, denn
A* = TNZF-(E\A) - ¥

— §(EnD)-0

31
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3. Fiir ¥ = {a, b} ist a(ba)* € (SF)x:

a(ba)* = a-(E\(a-Z*UX"-bUX" -a-a-Z"UX*-b-b- X))
a-a-X*UX*-bUX*-a-a-Z*UX*-b-b-XT*

O

Kann man einer reguliren Sprache (gegeben durch einen endlichen Automaten, re-
guldren Ausdruck, etc.) ansehen, ob sie sternfrei ist? Konkreter: Wie zeigt man, daf
zum Beispiel a(aa)* nicht sternfrei ist?

Man kann dazu die Charakterisierung der sternfreien Sprachen mit Hilfe von endli-
chen Monoiden verwenden.

3.2 Aperiodische Monoide

In Kapitel 2 hatten wir gesehen, daf} fiir ein Element m einer endlichen Halbgruppe

die Menge {m, m?, m3, ...} ein Idempotentes enthiilt.

itk—1
m v

Bei aperiodischen Monoiden kann hier stets £ = 1 gewéhlt werden.

Definition 3.3

Ein endlicher Monoid M heit aperiodisch, falls es ein n > 1 gibt mit m™*! =m
fir alle m € M.

n

|

Die Klasse der aperiodischen Monoide ist also eine M-Varietét, da sie schliefllich
durch (z"! = 2™),>1 definiert ist.

Beachte dazu: Ist m™+ = m", so folgt fiir alle n’ > n, da m™ 1 = m™ . Also folgt,
wenn ein n gefunden ist, so gilt die Gleichung auch fiir alle Werte > n. Damit ist
die Klasse der aperiodischen Monoide schliellich definiert.

Ist m* = m'** und sind m’, m**', ..., m'T*1 paarweise verschieden, so ist
{m*, ..., m”k*l} eine zyklische Gruppe der Ordnung k. Das Einselement der
Gruppe ist das Idempotente in {m?, ..., m***~1} dieses ist im allgemeinen nicht

das Einselement des Monoids.
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Definition 3.4
Es sei (M, +,1) ein Monoid. Eine Teilmenge G C M heifit Gruppe in M, falls G eine
Unterhalbgruppe von M ist, die beztiglich der Monoidoperation von M eine Gruppe
ist.

O

Das Einselement von G ist ein Idempotentes von M, kann aber verschieden von dem
Einselement 1 von M sein.

Bei aperiodischen Monoiden sind die zyklischen Gruppen {m?, ..., m*~11 stets
trivial, das heifit sie haben Kardinalitét 1. Dies gilt fiir alle Gruppen in aperiodischen
Monoiden.

Satz 3.5
Ein endlicher Monoid M ist genau dann aperiodisch, wenn er nur triviale Gruppen
enthélt.

Beweis

“=” Es sei M aperiodisch und n so, dal m"+! = m” fiir alle m € M gilt.

Angenommen G C M ist nicht-triviale Gruppe in M, das heifit |G| > 1. Es sei
e € G das Einselement von G und g € G mit e # g. Es gilt aber g"t! = ¢"
und damit g = e, da man in Gruppen durch Multiplikation mit dem Inversen
g~ ! kiirzen kann (hier wird n-mal mit g—! multipliziert).

Widerspruch

Aus diesem Widerspruch folgt, dafl es nur triviale Gruppen in M geben kann.

“<" Es sei m € M. Wir betrachten wieder {m, m?, ...}. Es sei k > 1 minimal,

so daB es ein i > 1 gibt mit m*** = m’. Da {mt, ..., m”k*1} eine zyklische
Gruppe ist, folgt & = 1 (da die Menge {m’, ..., m"™*~1} k Elemente enthilt
und es nur triviale Gruppen gibt). Es gibt also fiir jedes m € M ein i,, > 1 mit
mim+l = mim  Offenbar folgt fiir alle j > i,, auch m/*! = mJ. Daher liefert
max{im|m € M} eine Zahl n mit

VYmeM: m"t=m"

Satz 3.6 (Schiitzenberg)

Menge der Sprachen,
deren syntakt. Monoid
aperiodisch ist

das heifit fiir L C X* gilt

Mp e Ap gdw L€ (SF)x
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Der Beweis, insbesondere “=" ist sehr aufwendig. Vergleiche hierzu S. Eilenberg:
Automata, Languages and Machines, Vol. B.

Korollar 3.7
Es sei L eine regulére Sprache (gegeben durch endlichen Automaten, reguléren Aus-
druck etc.). Dann kann man effektiv entscheiden, ob L € (SF)y. gilt oder nicht.

Beweis

Konstruiere das syntaktische Monoid und iiberpriife, ob es aperiodisch ist.
Beispiel 3.8
Es sei ¥ = {a}. Dann ist a(aa)* ¢ (SF)s.

Beweis

Der minimale deterministische Automat fiir L = a(aa)* ist

a
Ubergangsmonoid:
12 12
55:ﬁ 6a:i 5aa:5a5a:6€
Damit ist
ML = { 55 b 5a }
~— ~—

Finselement 040qa=>0¢

eine zyklische Gruppe der Kardinalitéit 2. Somit ist My, offenbar nicht aperiodisch.
O

3.3 Formeln der Logik erster Stufe

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu zeigen, daf} die sternfreien Sprachen genau die durch
Formeln der Logik erster Stufe definierbaren Sprachen sind.

Satz 3.9

Fiir L C 7 sind dquivalent

1. L e (SF)E

2. L=L(y)
fiir eine geschlossene Formel ¢ der Logik erster Stufe mit Gleichheit iiber den
nichtlogischen Symbolen < und @, mit a € X..

Od
Beachte: Anstelle der Pradikate Py, ..., P, verwenden wir (E direkt Q, fiir a € X.

Der Beweis dieses Satzes ist recht aufwendig, deshalb fiihren wir ihn in den folgenden
beiden Unterabschnitten.



3.3.1 Beweis von “l1 = 2” von Satz 3.9 35

3.3.1 Beweis von “1 = 2” von Satz 3.9

Sternfreie Sprachen entstehen aus endlichen Sprachen durch Anwendung Boolescher
Operatoren und Konkatenation.

e Endliche Sprachen
Offenbar geniigt es, Einermengen {w} fiir w € X1 zu betrachten. Fiir w =
ai...a, €Y7 sei

O i=3Fx1...Jzy (Qar (1) Ao A Qq,, ()
/\?;11 (j <zjpa AN-Fz(x; < 2Nz <xjq1))
AN Fdz(z<zi Va, <2)
Dann ist L(py,) = {w}.

e Boolesche Operatoren entsprechen nach Satz 1.26 den logischen Junktoren
AV,

e Konkatenation entspricht im Prinzip dem Existenzquantor. Zum besseren Ver-
stdndnis betrachten wir zunéchst ein Beispiel:

Ly := a' und Ly := b" werden definiert durch p; = VxQ.(x) und ¢y =
VzQy(x). Die Sprache Ly - Ly wird definiert durch
p=13z (Vz(z < z — Qqu(x))
N Vr(z <z — Qp(z))
A T (2 <2))

Der Quantor in p, wird also relativiert auf die Positionen < z und der in @3
auf die Positionen > z.

Allgemein wird die Relativierung ¢=* wie folgt definiert:

— ist ¢ atomar, so gilt gogz =
— (1 A )= = 9T A5
— (1 Vo)== Y7 V5T
— ()= = = (y=*)
— Bap(x)=* = Fz(z < 2 A p(x)=)
— (Vo ¢(2))=* =V (z < 2 — ¢(2)=?)
Entsprechend ist ¢~# definiert. Dann gilt fiir Ly = L(p1) und Lo = L(¢2),
daBl Ly - Ly = L(3 z(cplgz Np3? AT (2 < 2)))

Damit ist der Beweis von “1 = 2” abgeschlossen.

3.3.2 Beweis von “2 = 1” von Satz 3.9

Um zu zeigen, daf jede geschlossene Formel der Logik erster Stufe eine Sternfreie
Sprache definiert, betrachten wir die Quantorentiefe der Formel, das heifit die ma-
ximale Schachtelungstiefe von Quantoren in der Formel. Offenbar enthélt jede ge-
schlossene Formel mindestens einen Quantor, da es keine nicht-variablen Terme gibt
(weil die hier betrachtete Logik keine Konstanten-Symbole enthélt).
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Da die Negation vorhanden ist, konnen wir (E annehmen, daf} alle Quantoren exi-
stentielle Quantoren sind. Da die Junktoren A, V, — den Booleschen Operatoren
entsprechen, geniigt es, sich auf Formeln der Form 3z ¢(x) zu konzentrieren.

Induktionsverankerung Quantorentiefe 1
In diesem Fall enthilt ¢ keinen Quantor und damit keine andere Variable als z. Das
heifit ¢ ist Boolesche Kombination von Formeln

b Qa(x) oder _‘Qa(x>
o r < x oder ~(z < x)
e x =z oder -(x = x)

(E sei ¢ in Disjunktiver Normalform, das heifit als Disjunktion von Konjunktionen
obiger atomarer Formeln, gegeben.
Diese kann noch weiter normalisiert werden:

e crsetze * < z und —(z = z) durch “false”, das heifit losche das gesamte
Disjunkt, in dem die Formel vorkommt

e ersetze =(x < z) und x = x durch “true”, das heifit entferne sie aus dem
Disjunkt

Bleibt nach dieser Normalisierung nur “true” oder “false” iibrig, so gilt L(Jxp(z))
= X" oder L(3zp(x)) = (. Diese beiden Sprachen sind aber sternfrei, das heifit in
diesem Fall sind wir fertig.

Damit kommen (E nur noch Q,(z) bezichungsweise =Q,(x) vor. Man kann weiter
normalisieren: Enthélt ein Disjunkt Q,(z)

e losche es, falls es auch =Q,(x) oder Qp(z) fiir b # a enthilt

e sonst 16sche alle =Qy(z) fiir a # b aus dem Disjunkt; diese enthalten dann
keine zusétzliche Information

Damit haben wir nur noch Disjunkte der Formen
o Qu(7)
o Qo (T) AN ... NQq, ()
Wir betrachten nun jeweils die zugehorige Sternfreie Sprache:

0 endlich 0
o L(FxQu(x))= X" - Ta - X = sternfrei

0 endlich 0
~~N ——
o L(3zx: =Qqu (z)N...ANQq,(x)) = X -E\{a1,...,ar} - ¥* = sternfrei

Damit ist die Quantorentiefe 1 abgehandelt, das heifit der Induktionsanker ist kom-
plett.

Fiir den Induktionsschritt sei 3z ¢(x) von Quantorentiefe n 4+ 1. Wir benétigen
einige Notation und zwei Sétze, bevor wir den Induktionsschritt durchfithren kénnen.
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Definition 3.10

Mit Ly, , bezeichnen wir die Formeln der Logik erster Stufe iiber den nicht-logischen

Symbolen < und @, fiir a € %, die k freie Variable und Quantorentiefe < n haben.
O

Zum Beispiel gehort ¢ = Jz(y <z Ax < 2 A Qq(x)) zu Lo ;.

Um diese Formel zu interpretieren, geniigt ein Wort (z. B. baa) nicht. Man muf
auch angeben, wie die freien Variablen interpretiert werden (hier also y und z, z.B.
y durch 1 (erste Position im Wort baa) und z durch 3 (dritte Position im Wort
baa))). Wir sagen (baa, 1, 3) erfiillt ¢.

Allgemein werden Formeln aus Ly, durch Tupel (w, §) interpretiert, wobei w € X7
und §=s7...s5, mit s; € {1,...,|w|}.

(w,8) = ¢ € Ly (“(w,5)” efiillt ¢) ist in der offensichtlichen Weise definiert. Fiir
k = 0 148t man im allgemeinen die leere Sequenz § weg.

Definition 3.11
Fir n > 0 und k& > 0 definieren wir

(wvg&) =k,n (U,t_') gdw fu’r alle S Lk,n gllt (w7§) ): ¥ gdw (7)7{) }Z 12
O

Offenbar ist =, eine Aquivalenzrelation (dies erkennt man an dem gdw in der
Definition). Fiir k = 0 schreiben wir =,, statt =g ,. {¢} wird in diesem Fall zu einer
eigenen = ,-Klasse. Um den Beweis von “2 = 1”7 abzuschlieflen benttigen wir zwei
Sétze, die wir spéter in einem eigenen Unterabschnitt beweisen werden.

Satz 3.12
Fiir alle n > 0 und k > 0 gibt es eine endliche Teilmenge I', , von Ly 5, so dafi gilt:

jedes Element von Ly, ist d4quivalent zu einem Element von I'y ,,.

Aquivalent heiBt: die Formeln werden erfiillt durch genau dieselben Tupel (w, 5).
O

Korollar 3.13
Fiir n > 0, k > 0 hat =, ,, nur endlich viele Aquivalenzklassen.

Beweis

Die Klasse von (w, §) ist eindeutig bestimmt durch eine Formelmenge

Ii={p €D | (w,8) 9} € Thn -
—~~
endlich
Da es nur endlich viele solche Teilmengen gibt, kann es nur endlich viele verschiedene

Klassen geben.
O

Der Begriff der durch eine Formel akzeptierten Sprache wird auf den Fall £k > 0
ausgedehnt: fiir ¢ € Ly, ,, sei

L(p) == {(w,3) | (w,5) = ¢}
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Korollar 3.14
Fiir alle n > 0, k > 0 und alle =, ,-Klassen W gibt es eine Formel pw € Ly, mit

Lipw) =W.

Beweis

(w, 8=, =L N en N -
—w LIS Vel
={(wD) | (D)=, w9} (o B)Ee (w.D)lew

Korollar 3.15
Fiir alle n > 0, K > 0 und alle ¢ € Ly, ist ¢ dquivalent zu einer endlichen Disjunk-
tion von Formeln oy fiir gewisse =, ,,-Klassen W.

Beweis

© ist dquivalent zu

\/ YW

W=[(w, 9=, ,,
(0.9

Satz 3.16
Sein >0, u, v, v, v € ¥* und a € X. Dann folgt aus u =, v’ und v =, v/, daBl
(wav, |u|l+1) =1, (Wav', ||+ 1).

O

Der Beweis dieses Satzes folgt im n#ichsten Abschnitt.

Wir kénnen damit nun den Induktionsschritt abschlieflen.

Sei also 3z ¢(x) von Quantorentiefe n+ 1. Damit ist ¢(z) € L1 ,. O.B.d.A. sei ¢(z)
eine Formel ¢y fiir eine =; ,,-Klasse W. Dies ist keine Einschrinkung, denn ¢(x)
ist aquivalent zu

Dies gilt mit Korollar 3.15.
Damit ist 3z ¢(z) dquivalent zu

\V o Fzew(@)

W=[(w,3)]=y ,
(w,8) =

Disjunktion kann durch Vereinigung behandelt werden, daher betrachten wir nun
nur noch Formeln der Form 3z oy (x).
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Lemma 3.17
L|3z ow () = U U-a-V
L U=[ug]l=
W ist =1 ,—Klasse 0,n
’ V=[vgl=g
a€EX
(ugavg, |ugl+1)eW
Beweis
“C’?

we L@z pw(z)) gdw w = wav A (uav, |u|+1) E ow(x)
gdw w = wav A (uav, |u|+1) e W
Wéhlt man U = [u]=,,, und V = [v]z,, , dann ist w = uav € [u]=, , -a-[v]=,,,
das heifit w = wav ist in der Rechten Seite der Formel des Lemmas enthalten.

“2D” Aus (upavp, |up|+1) € W = L(pw) folgt upavy € L(Fx pw(x)). Es bleibt zu
zeigen, daff auch fiir alle u =¢,, ug und v =, vo gilt: vav € L(3z pw(z)).
Mit Satz 3.16 gilt aber:

(uoavo, |ug| + 1) =1, (uav, |u] + 1),

was (uav, |u|+ 1) € W liefert, das heifit (uav, |u| + 1) E pw(z). Es folgt
uav = Jx pw(x).
O
Mit Korollar 3.14 sind die =g ,-Klassen U und V' aus dem Lemma von der Form

U = L(gy) und V' = L(py) fir pu, ¢v € Lon.
Induktion liefert U, V € (SF)y und damit

u - a - V € (SF)E .
~N N~ =~~~
€(SF)s endlich €(SF)sg

Das schliefit den Beweis von “2 = 17 des Satzes 3.9 ab.

3.3.3 Beweis der Siatze 3.12 und 3.16

Satz 3.12

Fiir alle n > 0, k > 0 gibt es eine endliche Teilmenge I'y ,, von L, so dafl gilt:
Jedes Element von Ly, ist dquivalent zu einem Element von I' ,,.
Beweis

Es sei ¢ € Ly, ;. Ohne Einschréinkung kénnen wir davon ausgehen, dafi ¢ Boolesche
Kombination ist von
e Elementen aus Ly ,—1

e Formeln der Form 3 ¥ (x,y1,...,yx) mit Y(z,y1,...,Yk) € Lit1n-1-

Wir verwenden daher Induktion tiber n:
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n=>0 Es sei k > 0 beliebig. Eine Formel ¢(y1,...,yx) € Lk ist eine
Boolesche Kombination von Formeln

Qu(z) (a€X), x <y, T=1y (3.1)

wobei z,y € {y1,...,yx}. Es gibt offenbar nur endlich viele ato-
mare Formeln der Form (3.1) und daher (bis auf Aquivalenz) nur
endlich viele Boolesche Kombinationen.

n—1—-n ¢ ist Boolesche Kombination von Elementen aus Ly ,—1 und For-
meln 3z Y(x,y1,...,y,) mit Y(z,y1,...,Yk) € Litrin—1-
Damit ist ¢ #dquivalent zu einer Booleschen Kombination von
Elementen aus I'y,—; und Formeln Jz ~(z,y1,...,yr) mit
Y@, y1,--,Yk) € Tgpyin—1. Mit der Induktionsvoraussetzung
wissen wir, dafl diese endlichen Mengen I'y,_; und I'jyq1,-1

existieren.
O

Zum Beweis von Satz 3.16 bendttigen wir eine spieltheoretische Charakterisierung
der Relationen = ,,.

Definition 3.18 (Ehrenfeucht-Fraissé Spiele)

Es sei ¥ ein endliches Alphabet. Wir betrachten zwei Spieler I und II, die auf
Woértern u,v € U spielen. Ein Zug besteht darin, eine Position in u oder v zu
wéhlen.

Beginnend mit I wird abwechselnd gezogen. Zieht I in w, so muf} Il in v ziehen; zieht
I'in v, so muB IT in u ziehen. Ein Spiel der Lénge n besteht aus n Ziigen von I und
den n Antwortziigen von II.

Es seien (i1,71), ..., (in,Jjn) die gezogenen Positionen eines solchen Spiels, wobei
die i, die in u gezogene Position ist und j, die in v gezogene Position (unabhingig
davon, wer gezogen hat).

Spieler II hat gewonnen, wenn fiir u = a1 ...a, und v = by ... b, gilt:

®a;, =b; firv=1 ..., n
an den gezogenen Positionen fiir den Zug v steht dasselbe Symbol

® iy < iy gdw j, < ju
die relative Lage der gezogenen Positionen in u und v ist gleich

Sonst hat II verloren und damit I gewonnen.

O
Die Definition des Gewinnens bedeutet, dafl I versucht so zu ziehen, dafl man dadurch
zwischen u und v unterscheiden kann, wihrend II versucht, das zu verhindern.

Beispiel 3.19
Seien n = 3 und ¥ = {a}, das heifit nur die Ordnung zwischen den gezogenen
Positionen ist relevant. Folgender Spielverlauf wire denkbar:
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1,2 11,1
~ = ~ =
= a a a a a a
v = a a a a a a a
~~ ~~
11,2 i1

Uberlegungen zum ersten Zug von II:

Hatte II auf Position 6 gezogen, dann hétte I durch einen Zug auf Position 7 in v
das Spiel gewonnen. Ein Zug auf Position 5 hitte dazu gefiihrt, daf§ I durch Ziehen
auf Position 6 und anschliefend auf Position 7 gewonnen hétte.

Uberlegungen zum zweiten Zug von II:

sowohl Position 2 als auch Position 3 in v sind geeignet, alle anderen Positionen
wiirden einen Sieg von I zur Folge haben.

Man sieht, daf I jeden mdoglichen dritten Zug von I geeignet beantworten kann und
damit fiir n = 3 das Spiel gewinnt.

Fiir n = 4 konnte I auf die Positionen 3 und 4 in v ziehen und damit gewinnen, da
fiir den vierten Zug keine geeignete Antwort in v moglich ist.

O
Beispiel 3.20
¥ ={a,b}, n=3
1 2 3 4
13 1,2 I
A~ A~ X
U = b b a b
= b a b b
—~ O~
2 I
II kann den dritten Zug von I nicht mehr beantworten, damit hat I gewonnen.
O

Definition 3.21

Es seien n > 1 und u,v € . Wir sagen, dafl II eine Gewinnstrategie fiir Spiele der
Lénge n auf v und v hat, wenn II alle moglichen Ziige von I stets so beantworten
kann, daf II gewinnt.

O

Um Induktionsargumente einsetzen zu kénnen, betrachten wir Spiele, die schon ein
Stiick angefangen haben: Es seien dazuu, v € £1,5=s1...5, € {1, ..., |u[}* und
t =t1...t) € {1, ..., |v|}*. Dann beschreibt das Paar (u,5) und (v,f) ein Spiel,
das schon k Ziige angefangen ist. Ein Spiel der Lange n darauf ist eine Fortsetzung
um n weitere Ziige. Spieler II hat das Fortsetzungsspiel gewonnen, wenn II das
Gesamtspiel gewonnen hat.

Definition 3.22
Es seien (u, ) und (v,%) mit u, v € ¥t und §€ {1,...,|u[}* und £ € {1, ..., |v|}*
gegeben. Wir definieren:

(u, ) ( f) i IT hat fiir das Forsetzungsspiel der Lange n auf
U, §) ~pp (v, w o : :
Feim g (u, 8) und (v,t) eine Gewinnstrategie
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Fiir k = 0 erweitern wir wieder wie in Definition 3.11 ~g, auf ¥*, indem wir {e} zu
einer eigenen ~q ,-Aquivalenzklasse machen.
O

Lemma 3.23
~.n ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis

e reflexiv: II simuliert genau die Ziige von I (da fiir die Reflexivitét ja beide
Spieler auf gleichen Worten spielen)

e symmetrisch: klar, da (u, 5) und (v,) im Spiel symmetrisch verwendet werden

e transitiv: Es seien
(u7 §‘) ~kn (Uv 13 )

Gewinnstrategie GS 1

und
(v,t) ~p (w,T)

Gewinnstrategie GS 2

Die Strategie fiir II auf (u, §) und (w,7) lautet dann wie folgt:

— zieht I in u, so reagiert II mit GS 1 in v und darauf mit GS 2 in w

— ein Zug von I in w kann entsprechend behandelt werden

O
Fiir die Relation ~,, kann man eine Aussage beweisen, die der von Satz 3.16 fiir
=, n entspricht.

Lemma 3.24
Seien n > 0, u, «', v, v € ¥* und a € ¥. Dann folgt aus u ~q, v und v ~q, v’
auch (uav, |u| + 1) ~q, (Wad’,|u/| +1).

Beweis

Betrachte den Fall u # ¢ # v. Es seien GS 1 die Strategie fiir u ~q, v’ und GS 2
die Strategie fiir v ~q ,, v'.

Zieht I'in u (bzw. u'), so antwortet IT mit GS 1 in v/ (bzw. u). Zieht I in v (bzw. v'),
so antwortet IT mit GS 2 in v" (bzw. v). Zieht I die Position |u| + 1 in uav (bzw. die
Position |v/| + 1 in «/av’), so antwortet IT mit |u/| 4+ 1 in v/av’ (bzw. |u| + 1 in uav).
Offenbar liefert das eine Gewinnstrategie fiir II.

Die Fille u = ¢ = v/ und v = &€ = v’ kénnen entsprechend behandelt werden.
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Um Satz 3.16 zu erhalten geniigt es zu zeigen, dafl ~, und =, iibereinstimmen.
Zunichst geben wir ein intuitives Argument fiir die Ubereinstimmung der beiden
Relationen:

Offenbar sind die Chancen fiir IT um so grofer, je dhnlicher die beiden Worter u, v
sind, auf denen gespielt wird.

u =, v heifit, dal man v und v nicht durch eine Formel der Quantorentiefe n
unterscheiden kann.

Der Zusammenhang zwischen der Quantorentiefe und der Anzahl der Ziige ist auch
einleuchtend: 3z ¢(z) sagt aus, daB es eine Position mit bestimmten Eigenschaften
gibt. Durch einen Zug wird eine Position ausgewé&hlt.

Lemma 3.25
Fiir alle n, k > 0 gilt: ~knm = Zkn

Beweis Induktion iiber n

Induktionsanker: n=0
Es seien (u,5) und (v,f) gegeben.

1. Angenommen (u,5) =0 (v,1). B seien {y1, ..., yx} die (erlaubten) freien
Variablen. Fiir ¢+ = 1, ..., k entsprechen s; und t; der Variablen y;. Fiir
atomare Formeln der Formen y; < y;, y; = y; und Q4 (y;) gilt wegen (u, 5) =0
(v,t):

(w,5) Fyi<y; edw (v,)Fy<y
(¥)q (8 FQaly) gdw (v,t) = Qalyi)
(u>§) ):yi:yj gdw (Uat)):yi:yj

Das heifit aber (fir u =a;...ap, v=">01...by)

s; < 8j gdw t; < tj
(%) ¢ as;, =a gdw by =a
S; = Sj gdw ti = tj

Das bedeutet aber, dal II das Spiel mit n = 0 zusétzlichen Ziigen gewonnen
hat. Dies gilt mit den ersten beiden Zeilen von (k).

2. Umgekehrt folgt aus (u, ) ~po (v,t), daB die ersten beiden Zeilen von ()
erfiillt sind. Die dritte Zeile ergibt sich aus der ersten und der Tatsache, dafl
< eine totale Ordnung ist.

Damit erhalten wir (%), was ja dquivalent zu (sx) ist. Dies zeigt (u,5) =k
(v,1).

Beachte: Formeln der Quantorentiefe 0 sind Boolesche Kombinationen von atomaren
Formeln. (x) zeigt das Gewiinschte nur fiir atomare Formeln.

Induktionsschritt: n - n+1

1. Angenommen es gelte (u,5) ~gnt1 (v,8). Es sei ©(y1,...,yk) € Lipq1 mit
(u, 5) |= ¢ gegeben. Es geniigt zu zeigen, daf daraus (v,t) |= ¢ folgt.
Da Boolesche Operatoren unproblematisch sind, geniigt es, Formeln ¢ der
Form

©=3Yp+1: VWi, Yk Ykt1)
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zu betrachten mit ¢ € Lyyq .

Wegen (u, §) ~p ny1 (v, t) kann II jeden moglichen Zug von I so beantworten,
da II danach immernoch eine Gewinstrategie hat. Daher gibt es zu jedem
Sk+1 €4{1,..., |ul} ein tg4q € {1,...,|v|} mit

(U, §8k41) ~htim (U, Etpr1).
Induktion liefert, daB fiir alle siy1 ein x4 existiert mit
(U, 58k4+1) =410 (v,ftk+1) (3.2)
Wegen (u,8) E Jykr1: (Y1, -, Yk, Yrr1) gibt es ein sgy1 € {1,..., |u|} mit
(u, Ssk1) E Y Ws - Yk, Yr1) (3.3)
Sei nun t;4 so, da (3.2) gilt. Wegen ) € Ly, folgt aus (xx) auch
(0,8 tk11) = W1, - Yks Yt
Daraus folgt offenbar

(U,{) ): 3yk+1 : w(yla e 73/k73/k+1)
)

Damit ist gezeigt, dal v und v dquivalent sind fiir Formeln aus L ,41.

. Angenommen (u, 5) 2 ni1 (v,1).

Gesucht ist eine Formel ¢ € Ly 41, die von einem der beiden Tupel erfiillt
wird, aber nicht von dem anderen. Daraus folgt dann (u, §) # n41 (v, t).

Wegen (u,5) %k n+1 (v,f) gibt es einen ersten Zug von I, den II nicht so
beantworten kann, dal II danach eine Gewinnstrategie hat. (E liege dieser
erste Zug von I in u. (Der Fall, dafl der erste Zug in v liegt, kann symmetrisch
behandelt werden.) Das heifit es gibt ein sxy1 € {1,...,|u|}, so daB fiir alle

tre1 € {1,...,|v|} gilt:

(u, §5k41) kg1 (0, Ftpgn)
Induktion liefert

(U, 8541) Zht1,n (U, Tlrg1)

Es sei dieses siy1 fixiert. Fiir alle £;,1 gibt es daher eine Formel

¢tk+1 (yh ceey yk-‘rl) € Lk—i—l,n
mit
(u, 85341) = y,, und (3.4)
(v, Etpt1) (. (3.5)

Beachte: (u, §) = — gdw (u, 5) = 1.

Aus (3.4) folgt fiir ¢y, == Fypy1: Yy (U,5) F @y

Aus (3.5) kann man leider nicht folgern, daB8 (v,t) & ¢y, .- Wir wissen nur,
daB tj41 nicht fiir y,4q in 9y, , eingesetzt werden kann. Uber andere t’s ist
aber nichts bekannt. Wir betrachten daher statt einem ¢y, , die Formel

@ =JYpy1: /\ ¢tk+1

1<t 1< ||
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Aus (3.4) folgt (u,3) = ¢. Aus (3.5) folgt, daB es zu jedem tr1 € {1,...,|v|}
ein Konjunkt, némlich 1, ., in ¢ gibt, das nicht erfiillt ist. Daraus folgt (v, ) [~
®.
O
Beachte: Lemma 3.25 gilt entsprechend auch fiir unendliche Worter. Um dann die
Konjunktion
/\ ¢tk+1

tpy1 Position in v

endlich zu lassen, muff man Satz 3.12 veréndern. (Lyy , ist dquivalent zu endlicher
Teilmenge I'yi1.5-)

3.4 Die Theorie der totalen Ordnung

Aus der Sicht der Logik ist Satz 3.9 interessant, weil er ein Entscheidbarkeitsresultat
liefert.

Theorie der totalen Ordnung:

Total ={ VaVyVz: s <yANy<z—xz<z
Vo : —(z <)
VeVy: (x<yVa=yVy<uz)}

Satz 3.26

Es sei ¢ eine geschlossene Formel der Logik erster Stufe mit Gleichheit, die hoch-
stens die nichtlogischen Symbole <, P, ..., Py (fiir einstellige Priadikate P;) enthélt.
Dann ist es entscheidbar, ob Total U {¢} ein endliches Modell hat oder nicht.

Beweis
Wir haben gesehen, dal L(p) eine sternfreie Sprache ist. Der Beweis von Satz 3.9
ist konstruktiv, das heift man kann zu ¢ effektiv einen sternfreien Ausdruck (mit
Booleschen Operatoren, Konkatenation aus endlichen Sprachen) bestimmen. Das
liegt im wesentlichen daran, dal man I'y,, effektiv bestimmen kann. Damit sind die
Relationen =y, ,, entscheidbar.
Daraus kann ein endlicher Automat fiir L(y) konstruiert werden.
Existenz eines endlichen Modells heifit: es gibt ein endliches Wort u € L(y). Das
Leerheitsproblem (L(A) = ) ist aber fiir endliche Automaten entscheidbar.

O
H&aufig moéchte man wissen, ob eine solche Formel ein Modell hat, bei dem < als die
gewOhnliche Ordnung auf den natiirlichen Zahlen interpretiert wird.
Um solche Probleme handhaben zu kénnen, betrachten wir im folgenden unendliche
Worter und Automaten auf unendlichen Wortern.
Wir haben gesehen: nicht alle reguléren Sprachen sind von der Form L(y) fiir eine
Formel ¢ der Logik erster Stufe; zum Beispiel ist L = a(aa)* nicht sternfrei.
Alle reguléren Sprachen sind definierbar, wenn man zusétzlich Quantifizierung iiber
einstellige Prédikate zuléBt (vergleiche Beispiel 1.28).
Wir werden diese Aussage fiir den Fall unendlicher Worter beweisen. Der Beweis fiir
endliche Worter ist entsprechend.
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Kapitel 4

Unendliche Woérter und
Biichi-Automaten

Sei 3 ein endliches Alphabet. Ein endliches Wort w € ¥* der Lénge k ist eine Folge
w = apaj ...ar—1 von k Elementen aus . Man kann daher w auffassen als eine
Abbildung

w: {0, 1, ..., k—1} — X

mit w(i) = a;.

FEin endliches Wort ist also eine Abbildung von einem Anfangssegment der natiir-
lichen Zahlen nach 3.

Wir werden im folgenden fiir die natiirlichen Zahlen w schreiben. w steht fiir den
Ordnungstyp der natiirlichen Zahlen.

Definition 4.1

1. Ein unendliches Wort iiber ¥ ist eine Abbildung oo : w — .

2. Mit 3 bezeichnen wir die Menge aller unendlichen Worter iiber X.

3. Mengen unendlicher Worter heiflen w-Sprachen.

O
Wir schreiben unendliche Wérter hiufig als &« = apajagas... , wobei a(i) = a;.
Beispiel 4.2
Y ={a, b}
, {a i gerade
a(i) = :
b i ungerade
wird geschrieben als o = ababab. . .. O

47
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Wir betrachten einige Operationen fiir unendliche Worter

e Segment
fir « : w — ¥ bezeichne

— a(m,n) das endliche Wort ao(m)a(m +1)...a(n) (fiir m < n).
— a(m, 00) das unendliche Wort a(m)a(m + 1)a(m +2)...

e Konkatenation eines endlichen Wortes mit einem unendlichen Wort
Sei w =ajas...am € ¥ und o = a(0)a(l)a(2)... € X*. Dann ist w - o das
unendliche Wort ajas ... ama(0)a(l)a(2).. ..
Beachte: Ein unendliches Wort auf der linken Seite macht keinen Sinn.
Wie iiblich kann Konkatenation auf Mengen erweitert werden.

e Unendliche Iteration
Es sei L C ¥* eine Menge endlicher Worter. Wir definieren

L¥ = {a €X¥ | a=wywiws ... mit w; € L\{e}}

Beispiel L = {ab}. Dann ist L = {abababab...}. Wir schreiben in solchen
Fallen haufig (ab)“.

e Limes
Es sei L C ¥*. Wir definieren

lim L := {a € X¥ | es gibt unendlich viele n mit «(0,n) € L}

Beispiel 4.3
Y = {a,b}

1. L = a*b. Es gilt lim L = (). Erklérung:

a€limL

1. Anfangsstiick in a*b

2. Anfangsstiick in a*b

2. L="0ba*. Esgilt imL = {baa...} = ba*.
3. L = (a*bb*)*. In diesem Fall gilt

limL ={a€X¥| nach jedem Vorkommen von a kommt irgendwann

noch ein b in a}
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Als Automaten zum Akzeptieren von Mengen unendlicher Worter (w-Sprachen) be-
trachten wir normale endliche Automaten. Der Unterschied liegt in der Akzeptanz-
bedingung.

Definition 4.4
Ein Biichi-Automat ist ein (nicht-deterministischer) endlicher Automat A = (Q,
¥, I, A, F), das heift

e () ist eine nicht-leere endliche Menge,

e Y ist ein endliches Alphabet,

e [ C () ist die Anfangszustandsmenge,

e AC(QxXxQ)ist die Ubergangsrelation,
e [' C ( ist die Endzustandsmenge.

Da wir uns fiir unendliche Woérter interessieren, betrachten wir unendliche Pfade in

A

q0 L q1 2, q2 = q3 s

wobei (qi, Ait1, q2-+1) e A fir i > 0.
Die Beschriftung dieses Pfads ist ein unendliches Wort ajaqasaq .. ..
Wann ist nun ein Pfad erfolgreich?

e endlicher Pfad
DerPfaquL(n ﬂ>q2 &-n%%
ist erfolgreich, wenn

l.goel
2. gn € F

e unendlicher Pfad
Bei unendlichen Pfaden gibt es keinen letzten Zustand g¢,. Deshalb fordern
wir, daf} die Menge F' unendlich oft durchlaufen wird, das heifit der unendliche
Pfad qo —5 q1 —2 g2 —2 ... heiBt erfolgreich, falls

1. goel
2. Es gibt unendlich viele ¢ mit g; € F

Die von A akzeptierte w-Sprache ist

L,(A) ={a € ¥ | « ist Beschriftung eines erfolgreichen Pfads}

Solche Sprachen heiflen Biichi-erkennbar. O
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Beispiel 4.5
Es sei ¥ ={a, b, c}.

1. A;:
8: :
b %
b,c a,c
L,(A;) = {a € ¥ | nach jedem a in o kommt irgendwann ein b in o}

denn Worter, die kein a enthalten, sind auf jeden Fall in L, (A;). Jedes a
fiihrt in den Zustand 2 tiber. Der akzeptierende Zustand 1 wird erst wieder
erreicht, wenn ein b kommt.

Ly={aeX¥| zwischen zwei a'sin a befindet sich eine

gerade Anzahl von b's und ¢'s}.

Es reicht, zwei aufeinanderfolgende a’s zu betrachten.

A :
a b.c
— LT
8—8—-‘ r— —®
b,c a
L,(A2) = Lo

|

Um die von Biichi-Automaten akzeptierten Sprachen genauer zu untersuchen, ver-
wenden wir die folgende Abkiirzung. Seien A = (Q, X, I, A, F) ein Biichi-Automat
und p, g € Q). Wir definieren

Ly, :={w e ¥ | w ist Beschriftung eines endlichen Pfads in A von p nach ¢}

Offenbar sind die Sprachen L, , reguldr, denn sie werden von einem endlichen Au-
tomaten (mit I = {p} und F' = {q}) akzeptiert.

Lemma 4.6

Lo(A) = | Liy - L%,
fer

Beweis

“C” Essel a = ajagas. .. € L,(A), das heifit es gibt einen unendlichen erfolgreich-
en Pfad gy — ¢1 — g2 — ... mit gy € I und unendlich vielen i mit ¢; € F.



4 Unendliche Wérter und Biichi-Automaten 51

LLD??

Da F endlich ist gibt es ein f € F', das unendlich oft erreicht wird. Es gibt
also eine unendliche Folge 0 < i1 < i9 < i3 < ... mit ¢;, = f. Somit gilt

ayaz...a;y € Lqu

Aiy41 -+ Q4 € Lf,f
Damit ist o € Lgq 5 - LY -

Es sei
O = WowiwWawWs ... € U Li,f . L;éf’
e
das heif}t fiir ein Paar (4, f) ist wo € L; y und w; € Ly s fiir j > 1.
Damit ist

§o, g g e g s,

ein erfolgreicher Pfad, also ist @ = wowiwows ... € Ly (A).

O

Das néichste Lemma beschreibt Abschlufleigenschaften fiir Biichi-erkennbare Spra-

chen.

Lemma 4.7

. Ist U C ¥* regulér, so ist U¥ Biichi-erkennbar.
. Ist U C ¥* regulér und L Biichi-erkennbar, so ist U - L Biichi-erkennbar.

. Sind L7 und Ly C X¥ Biichi-erkennbar, so sind auch L1 U Ly und L N Lo

Biichi-erkennbar.

Beweis

1.

Es gilt U¥Y = {a € ¥¥ | a = wqugus..., u; € U\{e}}. Mit U ist auch U\{e}
reguldr. Man sieht leicht, daf es einen Automaten fiir U\{e} gibt mit den
Eigenschaften

e A=(Q, X, qo, A, F), das heifit .4 hat genau einen Anfangszustand (der
kein Endzustand ist, weil ¢ & U\{e}).

e Fiir alle a € 3, ¢ € Q gilt (¢,a,q90) € A, das heifit gy ist von anderen
Zustdnden aus nicht erreichbar.

Wir definieren nun A" := (Q, %, qo, A, {qo}), wobei
A'=AU{(¢,a,q0) | 3f € F: (q,a,f) € A}.

Man sieht leicht, dafi L, (A") = U“ gilt. Dabei ist die Idee, dafl jedes Errei-
chen des einzigen Endzustandes gy den Beginn eines neuen Wortes u; aus U
bedeutet.
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2. Seien A = (Ql, E, Il, Al, Fl) mit L(.A) =U und B = (Qg, E, 12, AQ, FQ)

mit L, (B) = L. Ohne Einschriankung sei Q1 N Q2 = (). Wir definieren
C = (Ql U Q27 27 I17 A/7 F2)7

wobei A" := AyUAyU{(¢,a,¢) | 3f € F1: ((g,a,f) € A1 A ¢ € I3)}. Man
sieht leicht, dal L, (C) = U - L¥ gilt.

. Der Beweis fiir den Abschlufl der Biichi-erkennbaren Sprachen unter Vereini-

gung lauft analog zu dem fiir regulére Sprachen.

Fiir den Abschlufl unter Schnitt seien A1 = (Q1, X, I1, Ay, Fy) mit L,(A;) =
Ly und Ay = (Q2, X, Iz, Ao, Fy) mit L,(Az) = La. Gesucht ist ein Biichi-
Automat B mit L, (B) = L; N Ly. Sei

B:=(Q1 xQ2x{0,1,2}, X, I x I x {0}, A, F)

mit A = { ((q1, g2, ©), a, (¢}, &5, J)) |
e (q1, a, q1) € Ay und (qa, a, ¢5) € Ay
ei=0undg) e 1 =j=1
ei=1lundgy e Fh=j=2
i =2=7=0

esonsti =7 }

Man beginnt also mit einer 0 in der dritten Komponente. Wenn man das erste
Mal ein f; € Fy durchlauft, wird die dritte Komponente 1. Wenn man darauf-
hin das néichstemal ein fo € F5 durchlduft, so wird die dritte Komponente 2
und im néchsten Schritt wieder zu 0.

Durchléuft man unendlich oft Elemente aus Fj in der ersten Komponente und
unendlich oft Elemente aus Fy in der zweiten Komponente, so erreicht man
unendlich oft einen Zustand mit dritter Komponente 2.

Daher definieren wir F':= Q1 x Q2 x {2}.

Satz 4.8 (Biichi, 1962)

1. Eine w-Sprache L C 3¢ ist Biichi-erkennbar genau dann, wenn es reguldre

Sprachen Uy, ..., Uy, Vi, ..., V, C X* gibt mit

L= OUi-Vi‘”.
=1

2. Man kann ohne Einschrinkung davon ausgehen, dafl V; - V; = V; gilt.
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Beweis
“:77
1. mit Lemma 4.6 ist
L= Lot Ly
qo€l
fer
2. Lyy-Lyy=Lyy
“<:77

1. Diese Richtung folgt mit Lemma 4.7 (V ist Biichi-erkennbar,
U;V¥ ist Biichi-erkennbar und Biichi-erkennbare Sprachen sind
beziiglich Vereinigung abgeschlossen).

Wegen dieses engen Zusammenhangs zwischen Biichi-erkennbaren Sprachen und re-
guldren Sprachen heiflen Biichi-erkennbare Sprachen auch w-regulir.
Sind U;, V; durch regulidre Ausdriicke gegeben, so heifit die Darstellung

L= OU,-V;"

i=1

w-reguléarer Ausdruck fiir L.

Beispiel 4.9
Sei Asg der endliche Automat aus Beispiel 4.5

a b.c
ggmem

b,c a
Ll,l = (b U C)*
L1’2 = (b U C)*aLQ’Q
Lo = (aU((bUc)(bUc))*

Li(Az) Lyg- LY, U Lip- Ly,
LYy U Lig- L3,
(bUS))* U (bUe)* a-Loa- L8,

= (bUc)¥ U (bUe)*-a-(aU(bUc)(bUc))”

O

Fine weitere Konsequenz aus Lemma 4.6 ist, dal man fiir einen Biichi-Automaten
entscheiden kann, ob er eine nicht-leere Sprache akzeptiert: Man muf} ein ¢ € I und
ein f € F finden mit L; y # 0 und Ly ¢\{e} # 0. Die von dem Automaten akzeptierte
Sprache ist nicht-leer genau dann, wenn ein solches Paar i, f existiert. Da L; s
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und Ly ¢\{e} reguldre Sprachen sind, die von dem gegebenen Automaten akzeptiert
werden (bei geeigneter Wahl der Anfangs- und Endzusténde), ist entscheidbar, ob
es 1, f mit dieser Eigenschaft gibt.

Satz 4.10

1. Das Leerheitsproblem fiir Biichi-Automaten ist entscheidbar.

2. Ist L eine nicht-leere Biichi-erkennbare w-Sprache, so enthélt L ein schlieflich
periodisches Wort, das heifit ein Wort der Form uvvv..., u € ¥*, v € ©T.

Beweis
1. Die erste Aussage wurde bereits durch die obige Argumentation gezeigt.

2. Ist L # 0, so gibt es ¢, fim Automaten mit L; ; # 0 und Ly ;\{e} # 0. Seien
u € L; fund v € Ly ¢\{€} beliebig. Offenbar ist uvvv... € L.

O
Fiir regulire Sprachen kann man das Aquivalenzproblem (L(A;) = L(Ag)?) auf
das Leerheitsproblem reduzieren: L; = Ly gdw (L1 N Ly) U (Lo N Ly) = (). Dies ist
moglich, weil die reguléren Sprachen unter Vereinigung, Schnitt und Komplement
abgeschlossen sind. Bei w-reguldren Sprachen fehlt uns fiir ein analoges Vorgehen
noch der Abschlul unter Komplementbildung.
Fiir reguldre Sprachen wurde der Abschlufl unter Komplement in zwei Schritten
nachvollzogen:

1. iiberfithre den Automaten in einen deterministischen endlichen Automaten

2. betrachte als neue Endzustandmenge Q\ F', das heifit die Menge der Zusténde,
die zuvor keine Endzustinde waren.

Bei w-regulédren Sprachen funktionieren sowohl 1. als auch 2. nicht.

Beispiel 4.11

fiir eine w-reguldre Sprache, die nicht von einem deterministischen Biichi-Automaten
akzeptiert wird

Sei ¥ = {a, b}. Der folgende nicht-deterministische Automat akzeptiert die w-
regulére Sprache L = )¥bv.

H@ﬂ
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Behauptung: Diese Sprache kann nicht von einem deterministischen Biichi-Auto-
maten akzeptiert werden.

Beweis: Angenommen A = (Q, X, qo, 0, F) ist ein deterministischer Biichi-
Automat mit Ly,(A) = L. 6 : Q x X — @ ist also eine Funktion. Da ab® € L
gilt, gibt es ein k1 > 0 und f; € F mit

abk1
g — f1

Da ab* ab® € L und da A deterministisch ist gibt es ein ko > 0 und fo € F mit

abk1 abk2
Q0 — J1— [f2

Iteriert man dieses Argument, so erhélt man kq, ko, k3, ... > 0und fi1, fo, f3, ... €
F' mit

ko ke k
g Ly LA LA

Damit ist ab* ab*2ab® ... € L,(A), da es einen unendlichen erfolgreichen Pfad in
A gibt mit dieser Beschriftung. Aber ab* ab*?ab*s ... & L, denn dieses Wort enthiilt
unendlich viele a’s. Widerspruch

O

Beispiel 4.12

Auch bei deterministischen Biichi-Automaten liefert Vertauschen von Endzustdnden
und nicht-Endzustdnden nicht den Automaten fiir die Komplementsprache.
Betrachtet man zum Beispiel den deterministischen Biichi-Automaten A; aus Bei-
spiel 4.5

a
a%
b,c a,c

L,(A;) = {a € ¥ | nach jedem a in o kommt irgendwann ein b in o}

Dann gilt fiir den Komplement-Automaten A;

AQZS

w(A1) ﬂ L (Ay) #0, da zum Beispiel (ab)¥ in beiden Sprachen enthalten ist.
O

Wie Beispiel 4.11 zeigt, ist die Klasse der von Biichi-Automaten akzeptierten Spra-
chen kleiner als die Klasse der w-regulédren Sprachen.

Satz 4.13
Fiir L C X% sind dquivalent

1. L wird von einem deterministischen Biichi-Automaten akzeptiert

2. L =1limU fiir eine regulidre Sprache U C ¥*
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Beweis
Essei A= (Q, 3, qv, 0, F) ein deterministischer endlicher Automat. Dann gilt

Behauptung: Fiir o € ¥* sind &quivalent
1. a € L,(A)
2. « € lim L(A), das heifit unendlich viele Anfangsstiicke von « sind in L(.A)

denn (Beweis der Behauptung):
“l=2" Esseiac L,(A), dann folgt daraus, daB es fi, fa, f3, ... € F und
Ui, U, u3, ... € LT mit a = ujuouz ... und

Qo 5 f1 =2 fo 2 fy L

gibt. Damit folgt uy, ujug, ujusus, ... € L(A). Also liegen unendlich
viele Anfangsstiicke von « in L(A).

“2=1" Es seien w1, ujus, uiusus, ...mit u; € X1 fiir 4 € IN die unendlich
vielen Anfangsstiicke von a mit u;...u; € L(A). Da A determini-
stisch ist, heifit dies, daBl es f1, fo, f3, ... € F gibt mit

Qo 5 f1 2 fo B fy 2L

Es folgt o = wjugus... € L,(A), da es einen unendlichen erfolgrei-
chen Pfad mit der Beschriftung « in A gibt.
Beachte: Bei nicht-deterministischen Automaten kénnte es die folgende Situation
geben (vergleiche auch Beispiel 4.11):

QO&fl
G0 -—SqagF -2 f

Damit ist die Behauptung gezeigt und es ergibt sich der obige Satz.

Korollar 4.14
Die Klasse der von deterministischen Biichi-Automaten akzeptierten Sprachen ist
nicht abgeschlossen beziiglich Komplementbildung.

Beweis
In Beispiel 4.11 haben wir gesehen, dafl L = (a U b)*b¥ nicht von einem determinist-
ischen Biichi-Automaten akzeptiert wird.
Man sieht leicht, daf3
L ={a,b}*\L

die w-Sprache ist, welche alle w-Worter « mit der Eigenschaft “ o enthélt unendlich
viele a’s 7 enthélt. Daher ist

L =lim(b*a)*.
Diese Sprache wird aber von einem deterministischen Biichi-Automaten akzeptiert,

da L = lim U ist fiir eine regulire Sprache U.
O
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Die Klasse der w-reguléren Sprachen ist unter Komplement abgeschlossen. Dies ist
schwieriger zu zeigen als fiir regulédre Sprachen.

Hauptsatz 4.15
Ist L C %% w-regulir, so auch L = 3%\ L.
O

Um diesen Satz zu beweisen stellen wir L und L als endliche Vereinigung von w-
Sprachen U, V dar. Diese Sprachen werden die Klassen einer Kongruenzrelation ~ 4
von endlichem Index sein.

Esseidazu A = (Q, X, I, A, F) ein Biichi-Automat mit L = L, (.A). Wir schreiben
p%q um auszudriicken, daf} es in A einen Pfad von p nach ¢ gibt mit der Beschrif-
tung w, der mindestens einen Zustand aus F' enthélt.

Die Mengen

F F
Lp,q = {’LU |p 7 Q}
sind offenbar regulér, da sie sich als Vereinigung regulérer Sprachen darstellen lassen:

F
Lp,q = U Lyy-Lygq
fer

Definition 4.16
~ 4 ist auf ¥* wie folgt definiert:

ur~y v gdw Vp,ge@:

Dp—q gdw p—q

P P

2)p —q gdw p—q

Lemma 4.17
~ 4 ist eine Kongruenzrelation, die endlichen Index hat (das heifit sie hat endlich
viele ~ 4-Kongruenzklassen).

Beweis

1. ~ 4 ist Kongruenzrelation
Offenbar ist ~ 4 Aquivalenzrelation (dies sieht man an dem gdw auf der rechten
Seite der Definition).
Kongruenz: u ~4 v = Vz,y € ¥*: zuy ~4 xvy

F
Es gelte u ~4 v. Angenommen es gilt p — ¢, es gibt also p’ und ¢ mit
TUY
p—p —d —gq
T u Y

1. Fall p a p/, das heifit f € F kommt in p — p’ vor.
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Wegen u ~4 v folgt aus p’ — ¢ auch p’ — ¢/. Damit gibt es einen Pfad
F

F
p —p — ¢ — q,das heiit p — q.
x v Yy

VY

2. Fall ¢ . q (analog zum 1. Fall)
Yy

/ F /
3. Fall p’ — ¢

F F
Wegen u ~4 v folgt p’ — ¢/. Damit gibt es p — p’ — ¢ — ¢, das heift
» Y
p —q.

Ty
F F
Die anderen Félle (p — ¢q=p — ¢,p — q< p — q) kénnen entsprechend

behandelt werden.

2. ~ 4 hat endlichen Index
Die ~ 4-Klasse eines Wortes w ist charakterisiert durch das folgende Paar von
Mengen:

{.a) Ip — ab {pa) | p % q})

Es gibt daher maximal 2/Q*@l . 21@%Ql yerschiedene Klassen.

Wie sieht nun die ~ 4-Klasse [w] eines Wortes w aus?

Lemma 4.18
1.
_ F F
[l = () Log0 () Toan () Lpen () L
P,qEQ P,qEQ P,qEQ P,q€EQ
welp,q w¢Lp,q weLl . wgLE o

2. Insbesondere ist daher [w] C ¥* eine regulére Sprache.

Beweis

LE ), so folgt

1. “C” Sei u € [w], das heifit u ~4 w. Ist w € Ly, (Lpg, L

P9
wegen u ~4 w (das heiit p — ¢ p — ¢q), daB u € Ly, (Lp,, qu,
F
Lpg)
“D” Sei u aus dem Durchschnitt auf der rechten Seite. Es ist zu zeigen, dafl
u ~4 w gilt.

— Aus p — ¢ folgt w € L, (= Ly, liegt im Schnitt) und damit u €
Ly 4, das heifit p — q.
— Aus p » ¢ folgt w € L,, und damit ist auch v € L, 4, das heift

D~ q

u
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F
— Fir — entsprechend.

2. folgt unmittelbar aus 1., da L, , und Lﬁ ¢ regulér sind und regulédre Sprachen
unter Schnitt abgeschlossen sind.

O
Hauptsatz 4.15 ergibt sich sehr leicht aus dem folgenden Satz:
Satz 4.19
Es sei A ein Biichi-Automat.
1. Fiir jedes Paar U, V von ~ 4-Klassen gilt:
(a) U-V¥NLy,(A)#0 = U-V¥CL,A)
(b) U-V¥NL,(A)#0 = U-V¥C L,(A)
2. Fiir jedes o € X% existieren ~ 4-Klassen U, V mit a € U - V¥.
O

Wir iiberlegen zunéchst, warum hieraus folgt, daf§ L, (A) w-regulér ist.
Es folgt aus 1. und 2. des Satzes, daf3

Lo(A) = U U-ve

U,V ~yp—Klassen
U-VEC Ly (A)

denn

“D” eine Vereinigung {iber Teilmengen von L, (.,A) wird immer eine Teilmenge
von L, (A) sein.

“C” Mit 2. des Satzes existiert zu jedem o € L, (A) ein Paar U, V von ~4-
Klassen mit « € U - V¥. Mit 1. gilt dann U - V¥ C L,(A) und damit liegt
U - V¥ dann komplett in der Vereinigung.

endlich, da ~ 4
endl. Index hat

Lo(A) = U U-ve
U,V ~p—Klassen
U-V@CLw(A)

Da alle ~ 4-Klassen regulér sind, ist mit Satz 4.8 L, (A) w-regulir.

Wir verwenden zum Beweis von Satz 4.19 ein kombinatorisches Resultat, das auch
in anderen Bereichen niitzlich ist. Dazu zunéichst eine Definition.

Definition 4.20
Fiir eine Menge M bezeichne [M]? die Menge aller zweielementigen Teilmengen von

M. Es sei nun . ' .
[M?=A,UAU...UA,
eine Zerlegung von [M]? in endlich viele disjunkte Klassen.
Eine Teilmenge X von M heifit homogen fiir die Partition, falls es ein ¢ gibt mit
[X]? C A;.
O



60 4 Unendliche Wérter und Biichi-Automaten

Beispiel
[IN]> = AU B,
wobei
A={{i, j} i #jundi=j(2)}
B={{i, j} [i#jundi#j2)}

i = j(2) heifit 7 ist kongruent zu j modulo 2.
Die Mengen G = {i € IN | ¢ gerade} und U = {i € IN | ¢ ungerade} sind beide
homogen, da [G]? C A und [U]? C A.

Satz 4.21 (Ramsey)

Es sei [IN]2= A, U...U A, eine disjunkte Zerlegung von [IN]2. Dann gibt es eine
unendliche Teilmenge X C IN, die homogen fiir diese Zerlegung ist.
|

Der Beweis findet sich zum Beispiel in J. G. Rosenstein: “Linear Orderings”, Academic

Press, 1982, Seiten 111, 112.

Beweis von Satz 4.19
1. Essei « € UV¥ N L, (A), Das heifit

(a) o =wvivavs..., mit u € U und v; € V\{e}
(b) Es gibt einen erfolgreichen unendlichen Pfad

q0 — q1 R q2 -2, q3 =5

mit gg € I. Da dieser Pfad erfolgreich ist werden unendlich oft Zusténde
aus F' erreicht, das heifit es gibt unendlich viele i > 1, so dafl sogar

F
qi — qi+1
vy

Fiir den Beweis von Teil (a) sei nun § € UV*. Wir miissen € L, (.A) zeigen.
Es gilt § = v/vjvhvs ... mit v’ € U, v, € V. U, V sind ~ 4-Klassen. Daher gilt
u ~ v und v; ~ 4 v). Es folgt daraus, daB es einen Pfad

o v vl DA
qgo —q1 —q2 — g3 — ...

gibt, auf dem fiir unendlich viele ¢ gilt
F

qi — qi+1
v

Damit ist der Pfad erfolgreich, das heifit 8 = v/'vjvgvs... € L,(A).

Teil (b) folgt unmittelbar: Es sei « € L, (A)NUV*. Angenommen (3 € L, (A)N
UV«. Mit Teil (a) folgt nun UV¥ C L, (A), also a € L,(A). Dies ist ein
Widerspruch.
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2. Es sei @ € ¥%. Zusammen mit ~ 4 liefert a eine Zerlegung von [IN]2.
Es seien Uy, Us, ..., U, die (endlich vielen) ~ 4-Klassen.

A, ={{i,j}|i<jund a(i+1,5) € U,}

wobeiv =1, ..., n.
Die Klassen einer Kongruenzrelation liefern eine disjunkte Zerlegung

[IN?=4,U...UA,

Mit Satz 4.21 (Ramsey) gibt es eine unendliche Menge X C IN fiir diese
Zerlegung, die homogen ist. Es gibt also ein v, 1 < v < n, so dafl [X]? C A4,,
das heifit fiir 4, 7 € X mit i < j gilt a(i + 1,5) € U,,.

Da X unendlich ist gibt es eine unendliche Folge 71, 42, i3, ... von Elementen
von X mit 7; + 1 < 4;41. Damit gilt

a(ij + 1, 1541) € Uy\{e}
Es sei U die ~4-Klasse von a(0,41). Dann ist
o = Oé(O, il)a(il + 1,’i2)0&(’i2 + 1,i3) ... E UU;u

O
Damit ist der Beweis abgeschlossen, daf} die Klasse der Biichi-erkennbaren Sprachen
unter Komplement abgeschlossen ist.

Korollar 4.22
Zu einem Biichi-Automaten A kann man effektiv einen Biichi-Automaten B kon-
struleren mit

Beweis

1. Die ~ 4-Klassen (bzw. endliche Automaten dafiir) konnen effektiv konstruiert
werden. Lemma 4.18 zeigt, wie man sie aus den Sprachen L, , und LZI;? q erhélt.

2. Fiir ein Paar U, V von ~_4-Klassen ist mit Satz 4.10 entscheidbar, ob

U-V¥NL,(A) =0.

3. Da

A= |y uv-w
U,V ~p—Klassen
UV@NLy, (A)=0

kann man den Biichi-Automaten fiir die Vereinigung aus den Biichi-Automaten
fiir die U - V¥ erhalten.

Korollar 4.23
Das Aquivalenzproblem fiir Biichi-Automaten ist entscheidbar.
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Beweis
Lo(A1) = Ly(A2) gdw (Lo (A1) \Lu(A2) U (Lo (A2)\ Ly (A1) = 0

O
Wir wissen, dafl deterministische Biichi-Automaten nicht alle w-reguldren Sprachen
erkennen kénnen. Wir betrachten nun ein modifiziertes Automatenmodell, in dem
bereits die deterministischen Automaten alle w-reguldren Sprachen erkennen.

Definition 4.24
Ein Muller-Automat ist ein deterministischer endlicher Automat

A= (Qa E? q0, 57 f)v

wobei
e (), X, qo, 6 sind wie bei deterministischen Biichi-Automaten definiert

e F C 29 das heifit F ist eine Menge von Mengen von Endzustéinden.
Ein unendlicher Pfad

al as as
Po—pP1 —pP2 — ...
in einem Muller-Automaten heifit erfolgreich, falls gilt

e er beginnt mit dem Anfangszustand, das heifit py = qqg.

e {p € Q| es gibt unendlich viele i mit p = p;} € F, das heiit die Menge der
Zusténde, die auf dem Pfad unendlich oft vorkommen, liegt in F.

L,(A) :={a € ¥¥ | a beschriftet erfolgreichen Pfad in A} O

Beispiel 4.25

Es sei L = (a U b)*b*. In Beispiel 4.11 haben wir gesehen, daf} es keinen determini-
stischen Biichi-Automaten fiir L gibt.

Der folgende deterministische Muller-Automat akzeptiert L:

b
a b
mit F = {{2}}.
Damit 2 unendlich oft durchlaufen wird, 1 aber nicht unendlich oft, darf ab einer

Stelle im Wort nur noch b vorkommen.
Beachte: Ein Biichi-Automat mit F' = {2} akzeptiert zum Beispiel auch (ab)“.

a

Satz 4.26
Fiir eine w-Sprache L sind dquivalent:

1. L ist w-reguldr, das heifit L wird von einem nicht-deterministischen Biichi-
Automaten akzeptiert

2. L wird von einem (deterministischen) Muller-Automaten akzeptiert
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Beweis
“2=1" Essei A= (Q, X, q, 9, F) ein deterministischer Muller-Automat,

dann gilt

L=L,A) = J | (limLgen () TmLgy

FCF \qeF qEQ\F

lim L, 4 enthélt die w-Worter o, die einen unendlichen Pfad beschrif-
ten, der ¢ unendlich oft enthélt.
Beachte: A ist deterministisch.

“l=2" Der Beweis dieser Richtung ist mindestens so aufwendig wie der Be-
weis von Satz 4.15. Wir lassen diesen Beweis daher weg.

Satz 4.27
Ist L C X% von einem deterministischen Muller-Automaten akzeptiert, so auch
L:=Y*\L.

Beweis

Es sei L := L, (A) fiir einen deterministischen Muller-Automaten A = (Q, %, qo, 6,

F). Man sieht leicht, da B = (Q, %, qo, 6, 29\F) die Sprache X*\ L akzeptiert.
O



64

4 Unendliche Wérter und Biichi-Automaten



Kapitel 5

Unendliche Worter und logische
Formeln

Ziel dieses Abschnitts ist es, eine Klasse von Formeln anzugeben, welche genau die
w-regulédren Sprachen beschreibt.

Wie im Fall regulédrer Sprachen endlicher Worter geniigen die Formeln der Logik
erster Stufe nicht, um diese Sprachklasse zu beschreiben. Man bendtigt zuséatzlich
Quantifizierung iiber einstellige Pradikate.

Definition 5.1
Formeln der Monadischen Logik zweiter Stufe eines Nachfolgers (S1S: secondorder
logic of 1 successor) sind aufgebaut mit Hilfe von

n einstelligen Pradikatensymbolen Py, ..., Py,
einem einstelligen Funktionssymbol s,

einem Konstantensymbol 0,

einem zweistelligen Pradikatensymbol <,

den Booleschen Operatoren A, V, —,

den Quantoren erster Stufe dx, Va, wobei x fiir Elemente des Interpretations-
bereichs steht,

den Quantoren zweiter Stufe 3X, VX, wobei X fiir Teilmengen des Interpre-
tationsbereichs steht.

Als Interpretationsbereich betrachten wir die natiirlichen Zahlen w, wobei

0 als 0,
s als Nachfolgerfunktion m +— m + 1,

< als die iibliche Ordnung auf w

65



66 5 Unendliche Woérter und logische Formeln

interpretiert werden.

Wie im endlichen Fall sei ¥ = {0, 1}". Eine gegebene Interpretation P, ...,P,{

der Symbole Py, ..., P, entspricht einem w-Wort a(0)a(1)a(2)... € ¥, wobei
I

a(m) = (bpmi, bm2, ..., bmp) mit by = {(1) ;Zﬁi Z;i@. Fiir eine geschlossene

S1S-Formel ¢ schreiben wir wieder o |= ¢, wenn die Interpretation, welche dem «
entspricht, die Formel ¢ wahr macht. Die von ¢ akzeptierte Sprache ist L, (¢) =

{aeX¥ | o ¢}
m

Beispiel 5.2
Es sei n =1, das heifit ¥ = {0, 1}.
1.
e = PO
Vo Pi(x) — —Pi(s(z))A
Vo —Pi(z) — Pi(s(x))
Lo(p) = {101010...} = (10)¥

L; = {a € ¥ | nach jeder 1 in o kommt noch eine 0}
Fir p =Vz (Pi(z) » 3y (z <y AN =Pi(y))) gilt L,(p) = L.

Ly ={aeX¥| zwischen zwei Vorkommen von 1 in o befindet sich
eine gerade Anzahl von Vorkommen von 0}
p= Yz Vy (z<yA
P1 ($)A
Pr(y)A
Vz (x <zAz<y— —Pi(2))

|

Wie im endlichen Fall verwenden wir die Abkiirzung Qq(z) fiir die Formel, die aus-
driickt, dafl an Position & das Symbol a € ¥ steht.

Lemma 5.3
Sowohl 0 als auch < kann in S1S mit Hilfe der iibrigen Symbole ausgedriickt werden.

Beweis
1. x = 0 ist dquivalent zu -3y (y < )

2. x < y entspricht 3X (=X (z) A X(y) AVz (X (2) — X (s(2))))
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Satz 5.4
Fiir eine w-Sprache L sind dquivalent:

1. L ist w-regulér

2. L = L,(¢p) fiir eine geschlossene S1S-Formel ¢

Beweis

“1 :> 27’

Essei A = (@, X, I, A, F) ein Biichi-Automat mit L = L, (A). Wir werden die
Existenz eines erfolgreichen Pfads in A mit Hilfe einer S1S-Formel bechreiben.

Es sei @ = {q0, ¢1, ..., ¢m} und ohne Einschrinkung sei I = {qo, q1, ..., g} fiir
ein k < m. Wir verwenden Variablen Yy, Y1, ..., Y, zweiter Stufe, wobei Y;(z) als
“der x-te Zustand im Pfad ist ¢;” gelesen werden soll.

dYp ... Y,

(VI’ /\O§i<j§m —|(YZ (l‘) AN Y}(:L’)) die Mengen sind disjunkt

AYp(0) V...V Y(0)) der Pfad beginnt mit einem Anfangszustand

/\Vﬁ V(Ql a qj)eA Yz(fﬂ) AN Qa(ﬂj) VAN E(S(l‘)) an Pos. s(x) steht ein bzgl. A erlaubter Nachfolgezust.
VAN quGF VCE Ely (JU < Yy VAN Yz(y))) einer der Endzustinde wird unendlich oft durchlaufen

Nach Konstruktion erfiillt a € ¥ diese Formel genau dann, wenn « Beschriftung
eines erfolgreichen Pfads ist.

“2 = 1”

Wir bringen fiir diese Richtung zunéchst S1S-Formeln in eine Normalform:

1. Es diirfen nur noch Variablen X; zweiter Ordnung auftreten und keine Vari-
ablen z erster Ordnung.

2. Atomare Formeln haben die Gestalt
e X; C X; (mit Semantik Vo X;(x) — X;(z))
o Suce(X;) = X; (mit Semantik X; = {m}, X; = {n} und n =m+1)
Dabei sind X;, X; Variablen zweiter Stufe oder Priadikate P, ..., P,.

Formeln, welche aus diesen atomaren Formeln mit Booleschen Operatoren und Quan-
toren zweiter Stufe aufgebaut sind, heiflen S1Sp-Formeln.

Behauptung:

Jede S1S-Formel kann in eine dquivalente S1Sg-Formel tiberfithrt werden.

Beweis (der Behauptung):

i) Wir haben in Lemma 5.3 gesehen, dafl 0 und < eliminiert werden kénnen.

ii) Geschachtelte Anwendungen der Nachfolgerfunktion kénnen wie folgt elimi-
niert werden:

ist aquivalent zu

W1 -1 (y1 =s(x) A2 = s(y) Ao Ay = 8(Ym—1))
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iii) Wir haben nun ohne Einschréankung nur noch atomare Formeln der Gestalt
z=y, s(z) =y, Pi(zr), X(z)
Wir verwenden folgende Abkiirzungen:

- “X=Y"fir “XCY ANY CX”
— «x #Y” fiir 44_|(X :Y)n

9y (Y CX)A(Y # X)A

— Ezner(X) fiir SVA (ZQXHZ:X\/Z:Y)”

iv) Variablen erster Stufe werden wie im folgenden Beispiel eliminiert:

vz Jy (s(e)=y N Z(y))
VX (Einer(X) — 3Y (Einer(Y) A Suce(X)=Y A Y CZ))

Wir kénnen nun davon ausgehen, dafl die S1S-Formel ¢ in S1Sp-Form gegeben ist.
Wir zeigen durch Induktion {iber den Aufbau von S1Sp-Formeln ¢, da§ L, (¢) w-
reguldr ist. Wir betrachten hier auch offene Formeln mit freien Variablen zweiter
Stufe, wobei diese Variablen bei der Definition der akzeptierten Sprache wie einstel-
lige Priadikatensymbole behandelt werden.

Beispiel: Die Formel 3Y (X C Y A Py CY) liefert eine w-Sprache iiber ¥ = {0, 1}2,
da P; und X “frei” vorkommen.

Induktionsanker (Konstruktion von Biichi-Automaten fiir atomare Formeln)
Atomare Formeln sind von der Gestalt X C Y oder Succ(X) = Y. Diese definie-
ren Sprachen iiber ¥ = {0,1}2, da zwei “freie Variablen” vorkommen. Ohne Ein-
schrinkung sei in Zeichen des Alphabets die erste Komponente X und die zweite
Komponente Y.

1.
Lw(X - Y) = {a = o1 ... | fur (bi,h big) =q; € X gilt
b@l =1= bi72 = 1}
N—— N——

ieX icY
Die Sprache L, (X CY) wird also akzeptiert von dem Biichi-Automaten

RS

(0,0), (0,1), (1,1)

L,(Suce(X)=Y) ={a=apaiap... | fira; = (b1, bio) gilt:
es gibt ein k mit
® b1 =1Nbgr12=1
—_—— ———
keX k+1ley
obj’1=0f1'irj7ék
obj’2:0fiirj7ék‘—|—1}
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Die Sprache L, (Succ(X) =Y') wird akzeptiert von dem Biichi-Automaten

(1,0) (0,1)

(0,0)

Induktionsschritt (Die Annahme sei gezeigt fiir ¢)
Wir beschrinken uns auf Disjunktion, Negation und Existenzquantoren, da sich
Konjunktion und Allquantoren damit darstellen lassen.

L Ly(=p) = 9\ Lo (#)

Die Induktionsvoraussetzung liefert, daB L, (p) w-regulir ist. Mit Satz 4.15!
ist daher auch L () = X\ L, (¢) w-regulir.

2. =01V
Die Disjunktion entspricht im Prinzip der Vereinigung. Allerdings kénnen bei
@ = 1 Vg die in ¢; und ¢y vorkommenden freien Variablen und Pradika-
tensymbole verschieden sein.
Beispiel p(X1, X2, X3) = 1(X1, X2) V 2(X2, X3)
Wir erweitern ¢1 und @92 um die fehlenden Variablen, indem wir trivial-wahre
Formeln anfiigen, die diese enthalten, zum Beispiel
b1(X1, X2, X3) = ¢1(X1, Xo) A X3 = X3
G2(X1, X2, X3) = p2(Xo, X3) AN X1 = X R
Ist A; ein Automat fiir ¢1(X7, X2), so erhdlt man den Automaten A; fir
$1(X1, X2, X3) wie folgt: Anstelle von X = {0, 1}2 verwendet man 3 = {0,1}%.

In A; gibt es den Ubergang
(b1,b2,b3)
— g

genau dann, wenn

(b17b2) !
—

ein Ubergang in A; ist.
Entsprechend erhélt man aus dem Automaten A fiir @9 einen Automaten Ao
fiir (/52.
Lo(p(X1, X2, X3)) = Lo(p1(X1, Xa, X3)) U Ly (H2(X1, Xa, X3))
= Lw(.Al) U LW(AQ)

w—reguléar, da Al und AQ Biichi—Automaten sind und
w—regulare Sprachen beziiglich Vereinigung abgeschlossen sind

3. @(X1,..., X,) =3V, X1,..., Xn)
Ist A ein Automat fiir ¥(Y, X1,..., X,), so erhiilt man einen Automaten fiir
o(X1,...,X,) wie folgt: Ersetze jeden Ubergang

(bO7b11-~-,bn) /
R — q

in A durch einem Ubergang
(b1,bn)
qQ — (9

1Satz 4.15 wurde bewiesen, um ihn an dieser Stelle anwenden zu kénnen
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O
Damit ist der Beweis von Satz 5.4 abgeschlossen.

Beispiel 5.5
Dies ist ein Beispiel fiir die Anwendung von Teil 2 des Beweises von Satz 5.4.

=Y (X CYVSucc(Y)=2)

ist eine S1Sp-Formel mit zwei freien Variablen, X und Y.
Aj ist ein Automat fir X C Y, mit 1. Komponente X und 2. Komponente Y:

(0,0), (0,1), (1,1)
/ll ist ein Automat fiir X C Y mit einer zusatzlichen Stelle fiir Z:

(0,0,0), (0,1,0), (1,1,0)

(0,0,1), (0,1,1), (1,1,1)
Ay ist ein Automat fiir Succ(Y) = Z, mit 1. Komponente ¥ und 2. Komponente Z:

(1,0 (0,1)

(0,0) (0,0)
Ay ist ein Automat fiir Suce(Y) = Z mit einer zusitzlichen Stelle fiir X als 1. Kom-
ponente:

E1,1,o§ 51,0,13

0,1,0 0,0,1

— O )
(0,0,0), (1,0,0) (0,0,07, (1,0,0)

Der Automat A := A; U Aj ist ein Automat fir X C Y V Suce(Y) = Z. Ein Bild
dieses Automaten erhilt man, indem man die Graphiken fiir Ay und A, nebenein-
ander zeichnet.

Beachte: Dieser Automat hat zwei Anfangszustédnde.
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(1,1,0), (0,1,0)  (1,0,1), (0,0,1)
O @

(07070)7 (17050) (05070)7 (1’070)
Den Automaten A fiir die durch ¢ beschriebene Sprache erhilt man aus A durch

Streichen der zweiten Komponente innerhalb der Beschriftungen der Transitionen —
dies ist genau die Komponente fiir Y.

A:

(1,0), (0,0) (0,1), (1,1)

(0,0), (1,0) (0,0), (1,0)
O

Der Beweis zeigt insbesondere, wie man zu einer S1S-Formel ¢ effektiv einen Biichi-
Automaten A konstruieren kann mit L, (¢) = L,(A). Es folgt, daB man von ei-
ner (geschlossenen?) S1S-Formel ¢ entscheiden kann, ob sie in der Interpretation
(w, <, +1, 0) giiltig ist oder nicht, denn es gilt ja

© ist giltig gdw —p hat kein Modell gdw L, (—¢) =0

Damit ist das Giiltigkeitsproblem auf das Leerheitsproblem reduziert, denn es gilt
L,(—¢) = L,(A) fiir einen Biichi-Automaten A, der effektiv konstruiert werden
kann. Das Leerheitsproblem fiir Biichi-Automaten ist mit Satz 4.10 entscheidbar.

Korollar 5.6
Giiltigkeit in S18S ist entscheidbar. 3 O

Der Beweis von Satz 5.4 1483t sich leicht so modifizieren, dafl er auch fiir regulére
Sprachen endlicher Worter funktioniert.

?bei offenen Formeln werden freie Variablen als Pridikatensymbole aufgefafit
3Entscheidbarkeitsaussagen waren der Grund, warum Biichi die Biichi-Automaten entwickelte
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Korollar 5.7
Fiir eine Sprache L C ¥* sind &dquivalent:

1. L ist regulér

2. L\{e} = L(y) fiir eine geschlossene S1S-Formel ¢. Beachte: Die Interpretation
(L(¢))fiir S1S-Formeln mu$ fiir endliche Worter angepafit werden.

O

Wie in Abschnitt 1.3 eingefiihrt, fait man hier endliche Worter als endliche, total
geordnete Interpretationen auf.

Im Beweis von “1 = 2” muf} als Anpassung an die nun endlichen Worter im wesent-
lichen die Akzeptanzbedingung gedndert werden:

\/ V& 3y (z <y AYi(y))
g el

wird ersetzt durch
\/ Vo (Maz(z) — Yi(x))
~——

QieF Abkiirzung

fiurs(z)=x

Im Beweis von “2 = 1”7 wendet man die Abschlufleigenschaften reguldrer Sprachen
(statt der fiir w-reguldre Sprachen) an.

Beim Induktionsanfang mufl man die spezielle Semantik von s beachten und mit der
Akzeptanzbedingung fiir endliche Worter arbeiten.

Korollar 5.8
Fiir eine S1S-Formel ¢ ist es entscheidbar, ob sie in allen endlichen S1S-Interpreta-
tionen gilt.

O

Biichi hat auch die sogenannte schwache Logik WS1S?* betrachtet, bei der die Quan-
toren 3X und VX zweiter Stufe nur iiber endliche Teilmengen von w quantifizieren.
Man kann WSI1S in S1S ausdriicken, denn der Quantor “3X ¢(X)” in WS1S wird in
S1S zu “3X (Jy VX (X(z) — z < y) Ap(X))”. Damit ist gezeigt, dafl Giiltigkeit in
WS1S entscheidbar ist. Umgekehrt kann man zeigen, dafl WS1S genauso ausdrucks-
stark ist wie S1S: zu jeder w-reguldren Sprache L gibt es eine WS1S-Formel ¢ mit
Lu(p) = L.

Wir verwenden die Entscheidbarkeit von WS1S, um die Entscheidbarkeit der Pres-
burger Arithmetik zu zeigen.

Definition 5.9 (Presburger Arithmetik)

Man betrachtet hier Formeln der Logik erster Stufe, die als nicht-logische Symbole
eine Konstante “0” und ein zweistelliges Funktionssymbol “+” enthalten diirfen. Als
Interpretation verwendet man die natiirlichen Zahlen, wobei “0” als 0 und “+4” als
Addition interpretiert wird.

O

W steht fiir engl. weak
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Satz 5.10

Die Presburger Arithmetik ist entscheidbar, das heifit fiir eine Formel der Logik
erster Stufe, die als nicht-logische Symbole nur “0” und “4” enthilt, ist es ent-
scheidbar, ob sie in den natiirlichen Zahlen gilt.

Beweis

Man stellt die natiirlichen Zahlen in Bin#rcodierung dar und interpretiert die 0-1-
Folgen als (endliche) Teilmengen von w. Ist n = 2/ + 22 4 .. + 2% mit i) < ip <
... < i, so wird n durch die Menge {i1,i2,...,it} C w codiert.

Beispiel: 13 in Binédrdarstellung ist 1101, also wird 13 durch {0, 2,3} codiert. 20 in
Binérdarstellung ist 10100, also wird 20 codiert durch {2,4}.

Wir zeigen nun, wie man die Addition natiirlicher Zahlen in WS1S ausdriicken kann.
Es gibt eine WS1S Formel ¢ (X,Y, Z) mit der folgenden Eigenschaft: Ist K C w
Codierung von k, N Codierung von n und M Codierung von m, so gilt

o+ (K,N,M) gdw k+n=m.

Beispiel: 13+20=33, bzw. ausfiihrlich

10100 = {24} = X

01101 = {0,2,3} =YV

Ubertrag 111000 = {3,4,5} = R
100001 =  {0,5)}=:Z

Wir bendtigen eine Hilfsvariable R zweiter Stufe fiir den Ubertrag:

e x gehort zu Z (= 1 an Position x in der Summe) gdw eine oder alle drei
Mengen X, Y, R das x enthalten

e  + 1 gehort zu R (= 1 an Position 2 4+ 1 im Ubertrag) gdw x gehort zu
mindestens zwei der Mengen X, Y, Z

Nun kénnen wir ¢4 angeben:
er(X,Y,2) =R (SRO)A
Vo (R(s(x)) <

Ve (Z(z) <

Man kann damit beliebige Presburger Formeln in WS1S-Formeln iibersetzen.
Beispiel: Vz (z + 0 = ) wird tibersetzt in 37 (Vz (=Z(x)) N VX ¢4 (X, Z, X)).

O
Wir haben WS1S anstelle von S1S verwendet, da natiirliche Zahlen endlichen Teil-
mengen von w entsprechen.
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Bei endlichen Wortern konnte die Klasse von Sprachen, welche durch Formeln der
Logik erster Stufe akzeptiert werden, mit Satz 3.9 folgendermaflen charakterisiert
werden:

Fiir L C ¥* sind dquivalent:

1. L ist sternfrei

2. L\{e} = L(y) fiir eine geschlossene Formel der Logik erster Stufe iiber den
nicht-logischen Symbolen <, @, (a € X).

Bei w-Sprachen gibt es einen entsprechenden Zusammenhang.

Definition 5.11
Eine w-Sprache L C X heifit sternfrei gdw L = |J;'_, U;V;* fiir sternfreie Sprachen
U;, V; CX*.

O

Satz 5.12
Fiir eine w-Sprache L C ¥ sind &dquivalent:

1. L ist sternfrei

2. L = L, (¢p) fiir eine geschlossene S1S-Formel ¢, welche keine Quantifizierung
iiber einstellige Prédikate enthélt.

a

Wir erwdhnen dieses und die folgenden Resultate ohne Beweis. Die Beweise oder
Hinweise auf Literatur, in der die Beweise gefiihrt werden, finden sich in

W. Thomas: Automata on Infinite Objects, J. van Leeuwen (Hrsg.) Handbook of Theo-
retical Computer Science, Vol. B, Elsevier 1990.

Man kann sternfreie w-Sprachen mit Hilfe endlicher Monoide charakterisieren.

Definition 5.13
Es sei L C ¥ eine w-Sprache. Die Kongruenzrelation ~j, auf ¥* ist definiert durch

urpv gdw Vr,y,z € X
(ruyz® € L gdw xvyz®* € L) A
(x(yuz)® € L gdw z(yvz)* € L)

O

Fiir w-reguldre Sprachen L hat = stets endlichen Index. Im Gegensatz zum Fall
endlicher Worter gilt die Umkehrung aber nicht, das heifit es gibt nicht-regulére
w-Sprachen L, fiir die &, auch endlichen Index hat. Fiir eine Charakterisierung der
w-regulédren Sprachen benotigt man daher eine zusétzliche Bedingung.
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Definition 5.14
Es sei L C ¥¢ und ~ eine (beliebige) Kongruenzrelation auf ¥*. Die Relation ~

saturiert L genau dann, wenn es endlich viele ~-Klassen Uy, Uy, ..., U, und
Vi, Vo, ..., V,, gibt mit
m
L=Juve.
i=1
O
Satz 5.15

Fiir eine w-Sprache L C ¢ sind dquivalent
1. L ist w-regular

2. =~ hat endlichen Index und saturiert L

Die sternfreien w-Sprachen entsprechen nun wieder den aperiodischen Monoiden.

Satz 5.16
Fiir eine w-regulire Sprache L sind dquivalent

1. L ist sternfrei
2. ¥*/ = ist aperiodischer endlicher Monoid

O

Satz 5.12 und Satz 5.16 ermdoglichen es wieder, fiir eine gegebene w-regulédre Sprache
zu liberpriifen, ob sie durch eine Formel der Logik erster Stufe akzeptiert wird.

Beispiel 5.17
Y ={a,b,c}, L={aeX¥| zwischen zwei a’s befindet sich
eine gerade Anzahl b’s und ¢'s}
Wir zeigen: ¥*/ & ist nicht aperiodisch, das heifit L kann nicht von einer Formel
der Logik erster Stufe akzeptiert werden.
Wir wissen: die M-Varietdt der aperiodischen Monoide ist schliellich definiert durch
(@ =21
7 = [bl~, € B/ ~y erfiillt 2" = 2" fiir kein n, denn ohne Einschrinkung sei n
gerade (der Fall n ungerade liuft analog) und n + 1 somit ungerade. Aus 2" = 2™
wiirde folgen b" ~ b1,
Es ist aber ab™aa® € L (da n gerade ist) und ab"*aa” ¢ L (da n + 1 ungerade ist).
Es folgt b™ &, b" 1. Widerspruch
O

Wir betrachten nun eine weitere Logik, fiir die man Entscheidbarkeit mit Hilfe von
Biichi-Automaten zeigen kann. Diese Logik soll das Ein-/Ausgabeverhalten eines
deterministischen Programms p beschreiben.
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e p fithrt Konfigurationen in Folgekonfigurationen iiber. Deterministisch heif}t,
daf es zu einer Konfiguration & hochstens eine Folgekonfiguration gibt.

e Nicht-Terminierung von p entspricht der Tatsache, dafl es keine Folgekonfigu-
ration gibt.

e p kann mehrmals hintereinander ausgefithrt werden und es kann iteriert wer-
den.

Wir gehen davon aus, dafl endlich viele atomare Eigenschaften Ay, ..., A, von
Konfigurationen gegeben sind.
Man will eine Logik, in der man Aussagen wie die folgenden beschreiben kann:

al) Gilt Ay in k, so gilt A in der Folgekonfiguration.
a2) Gilt A; in k, so existiert keine Folgekonfiguration, das heifit p terminiert nicht.

a3) Beginnend mit der Konfiguration k, in der A; gilt, kann man durch endlich
oftes Anwenden von p eine Konfiguration erreichen, in der As gilt.

Definition 5.18
Formeln der Logik 1DPDL (Propositionale Dynamische Logik eines deterministisch-
en Programms) sind wie folgt aufgebaut:

1. Programmformeln

e p und ¢ sind Programmformeln.

e Sind 7 und 7 Programmformeln, so auch 71; w2 (Hintereinanderausfiih-
rung), m U me (nicht-deterministische Alternative) und 7} (Iteration).

2. Konfigurationsformeln

e Ay, ..., A, sind Konfigurationsformeln.

e Sind @1, @2 Konfigurationsformeln und ist @ Programmformel, so sind
w1 N2, p1 V2, p1, < T > und [r]p; Konfigurationsformeln.

Programmformeln beschreiben Programme, die man aus den atomaren Programmen
p aufbauen kann. Zum Beispiel ist p U (p; p) ein nicht-deterministisches Programm,
bei dem man p einmal oder zweimal ausfiihrt.
<m > : esgibt eine m-Folgekonfiguration, in der ¢ gilt.
[T]p1 : in allen m-Folgekonfigurationen gilt ¢
(beachte: es kann mehrere Folgekonfigurationen geben).

Beispiel 5.19
Die Aussagen al, a2 und a3 kénnen wie folgt beschrieben werden:

al) A — <p>A2
a2) A — [p](Al/\—!Al)

a3) A1 — <p*>A2
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Die Semantik von 1DPDL wird durch die folgende Definition festgelegt.

Definition 5.20
Eine Interpretation I besteht aus einer nicht-leeren Menge A’ von Konfigurationen
und einer Interpretationsfunktion -!, die

1. dem atomaren Programm p eine funktionale Relation p! C Al x Al zuordnet.
Funktional heift: Vk, ki, ko : (k, k1) € p! A (k ko) € pf — k1 = ko

2. jeder atomaren Eigenschaft A; eine Menge Al C A’ zuordnet, das heifit die
Menge der Konfigurationen, in denen A; gilt

Die Interpretationsfunktion kann auf Programm- und Konfigurationsformeln erwei-
tert werden. Dies geschieht durch Induktion iiber den Formelaufbau. Die Interpre-
tation der atomaren Formeln p, A1, ..., A, ist bereits definiert.
Programmformeln:

o el i={(k,k) | keAl}

o (miyma)l i=m{om) = {(ki,ka) | Fk: (k1,k) € wf A (K, k2) € w3}
o (mum) =rlunl

b (WT)I = Uizo(W{)iv wobei (W{)O = el und (W{)Hl = (ﬂ'{)l o 7r{

Jeder Programmformel 7 wird also eine Relation 7/ C A x A zugeordnet. Konfigurationsformeln

1 A p2)l = Nl

©1V ) ==l Ul
—p1)" = AN\

<t>@)li={ke Al | e Al: (K,K)ern! NK € i}

[ ]
—~ —~ —~ —~ —~

[Tle)! == {k € AT |VE € AT: (k, k) el - K € pl}

Beispiel 5.21

I I I I
I k‘lEA{p—>k2€(ﬂA1)Ip—>k3eA{p—>k4€(—|A1>[p_>“_

e ¢ AAPT((AL =< p> A1) A (A =<p > Ay))
(pl : {]{1, ]{}3, }
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Definition 5.22

1. Die Konfigurationsformel ¢ heifit erfiillbar, falls es eine Interpretation I gibt
und ein k € Al mit k € ¢’. Das I heiit dann Modell von ¢.

2. Die Konfigurationsformel ¢ heifit giiltig, falls fiir alle Interpretationen I gilt,
daB ! =

Al
~——
Menge aller
Konfigurationsformeln

3. ¢ und ¥ sind dquivalent genau dann, wenn @ « o giiltig ist, das heifit fiir
alle Interpretationen I gilt ! = o/,

Offenbar ist ¢ giiltig genau dann, wenn —¢ unerfiillbar ist.

Um Erfiillbarkeit zu entscheiden, ordnen wir jeder Konfigurationsformel ¢ einen
Biichi-Automaten Ay, zu, fiir den gilt: L, (Ay) # 0 gdw ¢ ist erfiillbar.

Bei S1S wurde das Alphabet bestimmt durch die vorhandenen einstelligen Pridikat-
symbole (= atomaren Eigenschaften). Fiir IDPDL ist es giinstiger, alle “Unterfor-
meln” der gegebenen Formel zu betrachten.

Zunéchst stellen wir Programmformeln als reguléire Sprachen endlicher Worter iiber
dem Alphabet {p} dar:

() = {p}
(e) = {e}
L(my;me) = L(mp) - L(me)
L(7T1 Uﬂ'g) = L(?Tl)UL(T('Q)
L) = Lim)

L
L

Es gilt fiir jede Interpretation I:

(kK'Y enl gdw 3Im >0 3ko,..., ky, € Al:

p™ € L(m) A
ko =kAN
km =K A

(kiykiv1) € p! fiir 0 <i<m

Es sei B = (Q,{p}, . ,A, F) ein endlicher Automat, bei dem die Anfangszustands-
menge noch nicht festgelegt ist. Fiir jedes ¢ € @) bezeichne B, den Automaten, der
uas B entsteht, wenn man ¢ zum Anfangszustand macht.

Lemma 5.23
Es sei ¢ eine Konfigurationsformel, die die Programmformeln 7y, ..., m, enthilt.
Dann gibt es einen endlichen Automaten B = (Q, {p}, ., A, F'), dessen Gofe linear
zu der Grofle von g ist, so dafl gilt: Fiir alle ¢, 1 < ¢ < r, gibt es ¢; € @ mit
L(r;) = L(B,,).

O
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Die Programmformel m; wird damit eindeutig durch den Zustand ¢; beschrieben. Wir
werden daher im folgenden davon ausgehen, daf in g anstelle der m; die Zustdnde
¢; von B stehen.

Beispiel 5.24
o = [p*] < p > A, das heifit 71 = p* und o = p.
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Qg)

P
L(p*) = L(B(h)v L(p) = L(BQQ)
o kann daher als @y = [q1] < g2 > A1 geschrieben werden.
O

Es sei g eine Konfigurationsformel, B der zugehorige Automat und 4 sei die For-
mel, die aus ¢g entsteht, indem man jede Programmformel durch den entsprechenden
Zustand ersetzt.

Wir gehen ohne Einschrénkung davon aus, dafl ¢g und ¢ in Negationsnormalform
(NNF) gegeben sind, das heifit Negation kommt nur unmittelbar vor atomaren Ei-
genschaften vor. Man schiebt dazu mit Hilfe von dquivalenzerhaltenden Regeln die
Negationen nach innen:

o - @
“(pVY) = oA
(e AY) = eV
< T>p — 7]
Sl — <w> e

Definition 5.25
Der Fischer-Ladner-Abschlufl von ¢y ist die kleinste Menge F'L(pg) von Konfigu-
rationsformeln, fiir die gilt:

® ¢ € FL(¢o)

® 1 ANpa € FL(po) — 1,92 € FL()
® 1 Vs € FL(po) — 1,92 € FL(p)
e ~A4; € FL(po) < Ai € FL(¢0)

e [qlp € FL(pg) — ¢ € FL(po) und [¢'l¢ € FL(pp) fiir alle ¢ € Q mit
(¢,p,q') € A

e <q>p€FL(py) — @€ FL(pp) und < ¢ > ¢ € FL(ipp) fiir alle ¢’ € Q
mit (¢, p,q') € A

Beachte: |F L(po)| ist linear zu der Grofle von .
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Beispiel 5.24 (Fortsetzung)
Yo = [q1] < g2 > A; ist in NNF.
FL(po) = {Po, <q2> A1, ~A1, A1, <q3> A}

O
Es sei nun ¢ Konfigurationsformel in NNF und I ein Modell von ¢g mit ky € goé.
Beginnend mit ky wenden wir das Programm p iteriert an. Es kénnen zwei Félle
eintreten:

1. p terminiert stets, das heifit es gibt eine unendliche Folge ko, k1, ka,... € Al
mit (kﬁl, kil'+1) S pI fir alle: > 0

2. p terminiert irgendwann nicht, das heifit es gibt eine endliche Folge ko, ..., k., €
Al mit (k;, ki1)€ p! fiir 0 < i < m und (ky,, k)¢ p! fiir alle k € A!

Fiir k € Al sei S(k) :={p € FL(p0) | k € ¢'}.

Beachte: S(k) # 0, da fiir atomare Eigenschaften A; in ¢q gilt: A; € S(k) oder
-A; €8 (k‘)

Im ersten Fall erhalten wir ein unendliches Wort a(kg) = S(ko)S(k1)S(k2) ... iiber
dem Alphabet ¥ := 2F'L(¢0)

Im zweiten Fall verlingern wir das endliche Wort S(ko) ... S(ky,) zu einem unend-
lichen Wort a(kg) € X% durch Anfiigen von 000 . . ..

Man erhélt so ein Wort aus >%, das Eigenschaften hat, die sehr stark von der Struk-
tur von g abhéngen.

Definition 5.26
Das Wort o« = gy . .. € ¥ ist ein Hintikka-Wort fiir g, falls gilt:

1. 99 € g

und fir alle m >0

2. ay = 0 oder A; € apy, gdw —A; € auy, fiir alle atomaren Eigenschaften A; €
FL(¢o)

3. pAY € ayy, gdw @ € ay, und Y € ayy
4. oV € ap gdw @ € apy, oder Y € apy,
5. [¢ly € am, dann gelten

5.1 falls € € L(By), so ¢ € apy,
5.2 apmi1 = 0 oder fiir alle ¢’ mit (q,p,q") € A gilt [¢'|¢ € amt1

6. < ¢ > ¢ € quy, dann gibt es ein r > 0 mit p" € L(B,) und ¢ € iy

7. Ist a, = 0, so auch a1 =0
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Satz 5.27
o ist erfiillbar genau dann, wenn es ein Hitikka-Wort fiir g gibt.

Beweisskizze
“=”  Essei I ein Modell fiir ¢ und kg so, daBl kg € ). Dann ist a(kg) ein

Hintikka-Wort fiir ¢g.
Beweis: siche Ubungsaufgaben.

“e” Es sei @ = agaas . .. ein Hitikka-Wort fir ¢g. Wir definieren ein Modell
1 wie folgt:

Al = (ko ki ko, ..}

' = {(ki,kiv1) | cipr # 0}
Al = {ki| 4j € a;}

Man zeigt durch Induktion iiber den Formelaufbau:
Fiir alle 7 > 0 und alle p € FL(¢g) gilt : ¢ € aj — ks € !

Wegen @ € ap folgt daraus ko € @, das heiBt kg € @}
Od

Gesucht ist nun ein Biichi-Automat, der genau die Hintikka-Worter fiir ¢y akzep-
tiert.

Der lokale Automat Az (¢g) akzeptiert eine etwas grofiere Menge von Wortern. Hier
ist die globale Bedingung 6. in Definition 5.26 ersetzt durch die lokale Bedingung

6. <q> ¢ € apny, dann gilt:

6’.1 ¢ € L(By) und ¢ € o
oder

6.2 es gibt ein ¢’ € Q mit (¢,p,¢') € A und < ¢ > p € a1

Definition 5.28
AL(QO()) = (QL; >, Iy, AL, FL) mit

e Qr = {a; € 2F'L¥0) | q; erfiillt 2., 3. und 4. von Definition 5.26}

o I ={a; €Qr | po € i}

o Ar ={(am,0,am+1) | = 0 und o, a;4q erfiillen 5., 6’. und 7.}
o =0

|

Offenbar akzeptiert Az () genau die Worter agajas ... € 3¢, welche 1. bis 5. und
7. von Definition 5.26 sowie 6’. erfiillen.
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Beispiel 5.29
Aus a € L,(Ar(po)) folgt noch nicht, dal « ein Hintikka-Wort fiir ¢ ist:
wo =< p* > (A1 N—Ar)

B:
@)
O
b
Yo =< q1 > (A1 A —Ay)
Es gilt fiir ag = {0, A1}, daB o € Ly, (AL(¥0))-
Das Wort of erfiillt zwar 6’., nicht aber 6. Das Problem ist, dafl bei 6°. stets die
Alternative 6°.2 gewéhlt wird. Damit 6. erfiilt ist, mufl nach endlicher Zeit einmal
6’.1 gewahlt werden.
O

Definition 5.30
AH((po) = (QH, ¥, Iy, Ay, FH) mit

e Qn = Qp x 2FL<>(¢0) wobei FLo~(po)={<q>¢| <q>¢ € FL(po)}

) E = 2FL(SDO)

IH:ILX{@}
Py =Qr x {0}

((am’ 5)70-7 (am+17t)) S AH gdW

entweder x s=1{)
* (am,a, Oéerl) € Ap
t enthélt fiir jedes < ¢ > ¢ € o mit (¢ ¢ L(By) oder ¢ ¢ o ein
19’0 € amy mit (¢,p,q") € A
oder * s# ()
(Ozm,O', am+1) ISWAY S
t enthélt fiir jedes < ¢ > ¢ € s mit (e ¢ L(By) oder ¢ ¢ o ein
i9'0¢ € am41 mit (¢,p,q") € A

*

*

*

Beachte: Nach Definition von Aj, enthélt ay, 1 stets ein geeignetes < ¢ > ¢, da 6’
durch Ay, erfiillt ist.
O

Satz 5.31
A (po) akzeptiert genau die Hintikka-Worter fiir ¢g.

Satz 5.32
Erfiillbarkeit in 1DPDL ist in exponentieller Zeit entscheidbar.
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Beweis
Der Automat A (po) ist exponentiell in der Groie von g (Teilmengen von F'L(yp)).
Das Leerheitsproblem fiir Biichi-Automaten ist in linearer Zeit entscheidbar.

O
Beachte: Anders als bei S1S wurde hier der sehr aufwendige (das heifit schlimmer
als exponentielle) Abschlufl unter Komplement nicht verwendet.
Hé&ufig mochte man nicht nur ein atomares Programm zur Verfiigung haben, sondern
endlich viele atomare Programme py, p2, ..., pn. Dann reicht die Betrachtung von
Wortern nicht mehr aus. Modelle liefern dann Hintikka-Baume.




Kapitel 6

Automaten auf endlichen
Baumen

Wir betrachten Biume mit beschrifteten Knoten, bei denen die Anzahl der Nach-
folgeknoten durch die Stelligkeit der Knotenbeschriftung bestimmt ist.

Beispiel 6.1
¥ ={+, -, —, z, y} ist die Menge der Knotenbeschriftungen, wobei + und -
zweistellig, — einstellig und =z und y nullstellig seien. Dann ist

®  © ©
ein endlicher ¥- beschrifteter Baum. Man kann Knoten dieses Baumes eindeutig
durch Waorter aus {0, 1}* ansprechen.

t entspricht einer partiellen Funktion ¢ : {0, 1}* — ¥ mit dem Definitionsbereich
dom(t) = {e, 0, 1, 00, 01, 10}. Zum Beispiel ist t(0) = -.

O

Definition 6.2

Es sei % ein Alphabet und v : ¥ — w eine Funktion, die jedem a € ¥ eine
Stelligkeit v(a) zuordnet (Alphabet mit Stelligkeitsfunktion). Fiir n € w sei ¥, :=
{a € ¥ | v(a) =n}.

Ein ¥-Baum ist eine partielle Funktion ¢ : w* — 3, deren Definitionsbereich dom(t)
erfiillt:

85
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1. € € dom(t), das heifit jeder Baum ist nicht-leer

2. Fiir alle u € w*, i € w gilt:
ui € dom(t) gdw u € dom(t) und i < v(t(u))

u0 u(n —1)

O

Ein Blatt u von ¢ ist ein Knoten u € dom(t) mit v(t(u)) = 0, das heiit u hat keine
Nachfolgerknoten.

Der Baum ¢ ist endlich, falls dom(t) endlich ist. Mit T% bezeichnet man die Menge
aller endlichen ¥-Béaume.

Es sei < die Priifixrelation auf w*, das heifit v < v gdw Ju/ € w™ : uu’ = v.

a

Wegen 2. von Definition 6.2 gilt fiir jeden Baum ¢, dafl dom(t) unter Préfixbildung
abgeschlossen ist, das heifit ist v € dom(t) und u < v, so ist u € dom(t).

Definition 6.3

1. Ein Pfad durch t ist eine maximale, beziiglich < total geordnete Teilmenge
von dom(t).

2. Der Unterbaum von ¢ an der Stelle u € dom(t) ist der Baum ¢,, mit

e dom(ty) = {v | uv € dom(t)}
o t,(v) =t(uv)

Beispiel 6.1 (Fortsetzung)

00 01 10
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In diesem Baum existieren die Pfade {e, 0, 00}, {e, 0, 01} und {e, 1, 10}.
{e, 0, 00, 01} ist kein Pfad, denn er wéire nicht total geordnet; {e, 00} wére nicht
maximal.

to : 9 t1: £

©

0 1 0

@

O
Ein Wort w € >*fiir ein endliches Alphabet 3 kann als endlicher Baum iiber 3=
¥ U {z} angesehen werden, wobei v(a) = 1 fiir a € ¥ und v(x) = 0 definiert wird.
Mit ¥ = {a, b} entspricht abb dann dem Baum

Wir betrachten nun den Automaten
a
.

b
FEin Pfad im Automaten mit Beschriftung abb kann in dem Baum durch eine Zusatz-
beschriftung der Knoten mit Zustéinden des Automaten beschrieben werden:

Definition 6.4
Ein BW-Baumautomat (Blatt zur Wurzel) A := (Q, X, I, A, F) besteht aus
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e ciner endlichen Zustandsmenge @

e cinem endlichen Alphabet ¥ mit Stelligkeitsfunktion (das heifit ¥ = ¥qUX; U
Yo U.. )

e ciner Anfangszuweisung [ : Yo — 2@

e ciner Ubergangszuweisung A, die fiir n > 0 jedem @ € X, eine Funktion
Ay : Q" — 29 zuweist

e ciner Endzustandsmenge F'

Ein Lauf dieses Baumautomaten auf einem Baum ¢ € Ty ist eine Abbildung I :
dom(t) — @ mit

o [(u) € Ag(l(u0),...,l(u(n —1))) fir t(u) =a € X,
Der Lauf [ ist erfolgreich, falls
o [(u) € I(t(u)) fir alle Blétter u
o l(e)e F
Die von A akzeptierte Baumsprache ist
L(A) := {t € Tx | es gibt erfolgreichen Lauf von A auf t}

A heifit deterministisch, wenn fiir alle a € ¥ gilt: [I(a)| = 1 und fiir alle n > 0 und
a€ X, qy...,qn € Q gilt [Ay(qu,...,qn)| = 1. Wir schreiben dann I und A, als
Funktionen I : Yo — Q und A, : Q" — Q.

|

Beispiel 6.5
> =2gUX1UXe mit Yo = {a:,y}, Y= {—} und Y9 = {-l-, } A=(Q, %, I, A, F)

mit

Q=1{0,1,2}
I(z)=1,1(y) =2

A_(q) =3—qmod 3
Ai(g,q)=q+4q mod3
A(q,q") =q-q¢ mod3

F={1)
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ist ein erfolgreicher Lauf.
L(A) besteht aus den arithmetischen Ausdriicken, deren Auswertung mit x = 1 und
y = 2 mod 3 als Resultat 1 liefert.

O

Wie bei Automaten fiir Worter kann man einen nicht-deterministischen BW-Au-
tomaten durch Potenzmengenkonstruktion in einen dquivalenten deterministischen
BW-Automaten iiberfiihren.

Satz 6.6
Fiir eine Baumsprache L C T sind dquivalent:

1. L wird von einem deterministischen BW-Automaten akzeptiert
2. L wird von einem BW-Automaten akzeptiert

O

Anstatt von den Bléattern zur Wurzel kann man auch von der Wurzel zu den Bléttern
gehen.

Definition 6.7
Ein WB-Automat (Wurzel zum Blatt) A = (Q, 2, I, A, F) besteht aus

e ciner endlichen Zustandsmenge @)
e cinem Alphabet ¥ mit Stelligkeitsfunktion
e ciner Menge I C Q von Anfangszustinden

e ciner Ubergangszuweisung, die jedem a € ¥ fiir n > 0 eine Funktion A, : Q

— 2@") Zuweist
q

q1 qn
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e ciner Endzuweisung F : Xy — 29

Ein Lauf von A auf ¢ € T%; ist eine Abbildung [ : dom(t) — @ mit (I(u0),...,l(u(n—
1)) € Ag(l(u)) fur t(u) = a € 2,
Der Lauf [ ist erfolgreich, falls i(¢) € I und I(u) € F(t(u)) fiir alle Blétter .

L(A) = {t € Tx. | es gibt einen er folgreichen Lauf von A auf t}.

A heifit deterministisch, wenn |I| = 1 und |A,(q)| =1 fir allen > 0, a € ¥, g € Q.
a

Satz 6.8
Fiir eine Baumsprache L C T sind dquivalent:

1. L wird von einem BW-Automaten akzeptiert

2. L wird von einem WB-Automaten akzeptiert

Beweis

“1=27 Es sei A = (Q,X,I,A,F) ein BW-Automat. Wir betrach-
ten den WB-Automaten B = (Q,%,F,A',I) mit A/, : ¢q —
{(qla'-' 7C.7n) | q < Aa(‘]l;- . aQn)}

q
WB BW
q1 qn

Man sieht leicht, dafl jeder Lauf von A auf ¢ auch ein Lauf von B
auf t ist und umgekehrt.

“2=1" entsprechend

Beispiel 6.9
Es sei A der BW-Automat aus Beispiel 6.5. Der zugehorige WB-Automat B = (Q,
X, I', A’ F') ist gegeben durch:

e ) =10,1,2}

o X={+ -y}

o I' ={1}

o Al(q)={d|A-(d)=q}={d" | 3— ¢ mod 3 =q}
ﬁﬁr(q) ={(¢.¢") | a=d + ¢" mod 3}

[
T
3
N—
Il
—_
—_
—
i
—~
N
N—
Il
——
[N}
—
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ist ein erfolgreicher Lauf, der dem aus Beispiel 6.5 entspricht.
Beachte: Obwohl A deterministisch war, ist B nicht-deterministisch: A/, (1) = {(¢, ¢")
| 1=¢ +q" mod 3} = {(0,1),(1,0),(2,2)} O

Beispiel 6.10

Nicht jede von einem nicht-deterministischen WB-Automaten akzeptierte Sprache
kann auch von einem deterministischen WB-Automaten akzeptiert werden.

e @/@\@ &
~—~— ~
O—stellig  2—stellig

1. L wird akzeptiert von dem nicht-deterministischen WB-Automaten A = ({qo,
q1, 4z, Qy}a Ev {QO7 ql}a A: F) mit

. Af(qo) = {(¢zr ay)}
( ) {(va Qm)}
Af(gz) = Ap(gy) =0

o F(z)={q:} Fy) = {qy}

q0

qx Qy

2. Angenommen B = (Q', X, {i}, A’, F’) ist ein deterministischer WB-Automat,

0
der L akzeptiert. Dann gilt fiir (¢/,¢") = A}(z) wegen & € L, dafl
q/ 11

q € F(x).
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q0
Wegen € L folgt ¢" € F(x).
q/ 11
%
Daher akzeptiert B auch ¢ L.
q/ 11
a

Wir haben gesehen: deterministische und nicht-deterministische BW-Automaten so-
wie nicht-deterministische WB-Automaten akzeptieren dieselbe Sprachklasse. De-
terministische WB-Automaten akzeptieren eine kleinere Klasse von Baumsprachen.

Definition 6.11
FEine Baumsprache L. C T heifit erkennbar , wenn sie von einem BW-Automaten
akzeptiert wird.

O

Beispiel 6.12
Nicht jede Baumsprache ist erkennbar.
Es sei ¥ ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion, fiir das gilt |Xg| > 0 und |¥2| > 0.
Offenbar folgt daraus, dafl Ts, unendlich ist.
L:={f(t,t)|teTs} = {' eTx |t'(X)=/f t; =1t}
Dabei ist f(¢,t) der Baum, der f als Wurzel hat und nur zwei identische Unterbdume
t.
Behauptung: L ist nicht erkennbar.
Beweis: Angenommen A = (Q, %, I, A, F') ist ein ohne Einschrinkung deterministi-
scher BW-Automat fiir L. Fiir jeden Baum t € Ty, sei ¢; der (eindeutig bestimmte)
Zustand aus @ mit der Eigenschaft, dafl bei dem Lauf [ auf ¢ mit I(¢(u)) = l(u) fiir
alle Blatter u ¢; die Wurzel beschriftet.
Da @ endlich und T% unendlich ist gibt es ¢, t' € Tx, mit t # t/, aber ¢; = qy. Wir
betrachten einen Lauf von A auf A¢(qs,q¢) € L und A¢(qs,qr) & L. Wegen ¢, = gy
ist Ar(qs,qt) = Af(qr,qr) € F, das heifit Ay(q¢, qv) wird von A akzeptiert.
Widerspruch

O

Bei Wortern kénnen erkennbare Sprachen durch reguldre Ausdriicke beschrieben
werden. Bei erkennbaren Baumsprachen ist eine dhnliche Charakterisierung mog-
lich.

Dazu mufl man geeignete Operationen auf Baumsprachen einfiihren.

Zur Erinnerung (bei Wortern galt folgendes):

e ) € Regs, a € Regy fiir alle a € ©
e L1, Ly € Regsy, = L1 ULy, Ly- Lo, LT € Regy,

Satz 6.13

1. Die leere Baumsprache ist erkennbar

2. Fiir a € Yy ist der Baum mit Wurzel a erkennbar
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Beweis
1. Verwende zum Beispiel einen BW-Automaten mit F = ()

2. Q ={0,1}, I(a) = 1, I(b) = 0 fiir b € Xo\{a}, Ar(q1,...,qn) = 0 fiir alle
fe€¥ymitn>0,1={1}

Satz 6.14
Die Klasse der erkennbaren Baumsprachen ist abgeschlossen unter Vereinigung,
Komplement und Durchschnitt.

Beweis
Der Beweis lduft wie bei Wortern. Man braucht nur Abschlufl unter Vereinigung
und Komplement zu zeigen, da Durchschnitt sich daraus ergibt.

e Vereinigung: vereinige zwei BW-Automaten mit disjunkten Zustandsmengen
zu einem nicht-deterministischen BW-Automaten

e Komplement: verwende einen deterministischen BW-Automaten und mache
Endzustéinde zu nicht-Endzustinden und umgekehrt

O
Anstelle von Wortkonkatenation wird Baumkonkatenation verwendet. Der Baum
mit Wurzel f und den Unterbdumen ¢, ..., t, wird als f(¢1,...,t,) geschrieben.

Definition 6.15
Es sei ¥ ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion und T = (x1,...,2zx) ein k-Tupel
verschiedener Elemente von Y.

1. Firt € Ts und Lq,...,L; C Ty wird t -* (Ly, ..., Ly) induktiv definiert:

e tedy:
—t=a;:t7(Ly,...,Ly) = L;
— t#x; furallei: t-* (Ly,..., L) = {t}
o t = f(ty,...,t,) fiir f€X,, n>0:
t-*(L1,...,Lg) ={f(t},....,t) | tiet; " (L1,...,Ly)}

2. fir L,Ly,..., Ly C Ty ist
LF(Li,... Lp) = {t T (L1,...,Ly) | t € L}

Ein Baum in L -% (Ly,..., L) entsteht aus einem Baum ¢ € L dadurch, dal man
jedes Blatt mit Beschriftung x; durch ein Element von L; ersetzt. O
Beispiel

{f(xv x)} - {CL, b} = {f(a’a CL), f(b? b)a f(aa b)7 f(bv CL)}
Beachte: Verschiedene Vorkommen von z; konnen durch verschiedene Elemente von
L; ersetzt werden.

Insgesamt ist {f(z,x)}-* Tx = {f(t,t) | t,t' e Tx} £ {f(t,t) | t € Tn} O
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Satz 6.16
Sind L, Ly, ..., Ly erkennbare Baumsprachen, so ist auch L-% (Lq,..., L) erkenn-
bar.

Beweis

Es sei A= (Q,%,I,A, F) ein WB-Automat fiir L und A; = (QW, %, 10, AW ()
sei WB-Automat fiir L; mit i = 1,..., k.

Ohne Einschréinkung sind Q, QW, ..., Q) paarweise disjunkt.

Wir betrachten B=(QU QW U...uQ® % I, A’ F') mit

e fiir ¢ € X, mit n > 0:

— firge QU mit j =1,...,k:

— fiirq e Q:
Ayg) =AU | {aV@0) [ie1V}

J mit

qEF (z5)

e fiir a € Xy:

—ad¢{ry,.. ., T}
F'(a) == F(a)u FO(a)u...uF®(a)U
{¢e Q| qeF(zx;) fureinjmitl<j<k
und FY(a) N 10 £ 0}

*&E{Q?l,...,xk}:
F'(a):= FW@u ...uF®(q)u
{e€eQ| q€F(x)) firenjmitl<j<k
und FY9)(a) N 10 £ 0}

Man sieht leicht, dal B ein WB-Automat fiir L -* (Ly, ..., Ly,) ist.

Wir werden Baumkonkatenation spéater in zwei Spezialfillen verwenden:

1. Anwenden eines f € ¥,, (n > 0) auf Baumsprachen Ly, ..., Ly:
F(L1, .. Ln) = {f(x1,...,an)} -F1o®) (Ly, ... Ly)

2. T = x, das heifit T ist ein Tupel der Dimension 1: L -* L/
Der Sternoperator kann auf Baumsprachen wie folgt verallgemeinert werden:

Definition 6.17
Es sei L C T%, und x € ¥p. Wir definieren

o 107 .= {1}
° Ln—l—l,x = [T Y [T [T

o L% =], L
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Satz 6.18
Ist L eine erkennbare Baumsprache, so auch L**.

Beweis
Essei A= (Q,%,I,A, F) ein WB-Automat fiir L. Definiere B = (QU{3},%,I", A’ F")
mit 72 € Q

o I'=TU{1}
[ ] fﬁraezm n>0
o 0 ¢ F(x)
Aq(q) = Aalg) U { Uies Aald) Z € F(x)

e fiir a € Xy:

—a#x: Flla)=Fa)U{qgeQ |qe F(x)NnF(a)NI # 0}
—a=ux: F'(x) = F(z)U {1}
~

sorgt dafiur, dal
x akzeptiert wird

Definition 6.19

Es sei ¥ ein Alphabet mit Stelligkeitsfunktion und Z eine Menge nullstelliger Sym-
bole mit ZNY =0 und ¥ =X U Z.

Reg(Tx, Z) ist die kleinste Klasse von Baumsprachen iiber 3 mit

1. 0 € Reg(Tx, Z)

2. {z} € Reg(Tx, Z) fir allex € Lo U Z

3. L1,Ly € Reg(Ts, Z) = L1 ULy € Reg(Tx, Z)

4. Ly, Ly € Reg(T»,Z), z€ Z = Ly -* Ly € Reg(Tx, Z)

5. L € Reg(Tx,Z), z€ Z = L** € Reg(Tx, Z)

6. n>0, feX,, Li,...,L, € Reg(Tx,Z) = f(L1,...,L,) € Reg(Tx, Z)

Eine Sprache L C Ty heifit regulér, falls es ein Hilfsalphabet Z von nullstelligen
Symbolen gibt mit L € Reg(Tx, Z).

O

Satz 6.20
Fiir L C Ty, sind dquivalent:

1. L regular

2. L ist erkennbar
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Beweis
“1 : 2’7

“2 :> 1’7
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ergibt sich unmittelbar aus den bereits gezeigten Abschlufleigen-
schaften erkennbarer Baumsprachen.

Essei A= (Q,%,I,A, F) ein WB-Automat mit L = L(A). Ohne
Einschrinkung sei @ = {1,...,k} und @ N X = (). Wir definieren
Z := (@, wobei jedes g € Q Stelligkeit 0 erhélt.

Essei A = (Q,2U Z,I,A,F'") mit F'(q) = {q} fiir alle ¢ € Z,
F'(q) = F(q) sonst. Fiir K CQ,0<h <kundi € Qsei L(K,h,i)
die Menge aller Baume ¢t € Tk, fiir die es einen Lauf [ von A’
auf ¢ gibt mit

(e) =1

o]
o [(u) < h fiir alle u # ¢, die nicht Blétter sind
e [(u) € F'(t(u)) fiir alle Blétter u

L(K,h,i) enthélt Bdume, die zusétzlich Blitter haben konnen,
welche mit ¢ € K beschriftet sind.

Ein Lauf des Automaten A’ muf i an der Wurzel liefern, an den
Blittern u mit Zustand aus F’(¢(u)) enden (bei t(u) = g € K also
mit ¢) und er darf nur Zwischenzustéinde < h verwenden.
Offenbar gilt L(A) = U,c; L(0, k, 7).

Es geniigt daher zu zeigen, daf alle L(K, h,i) in Reg(Tx, Z) sind.
Induktion iiber h:

h=0

Es darf keine Zwischenzusténde geben, das heifit in L(K,0,17) gibt
es keine Badume, welche Knoten u haben, die # ¢ und keine Blétter
sind. Damit ist L(K, h,i) endlich. Man zeigt leicht, dafl alle end-
lichen Teilmengen von Ty 7 in Reg(Ty, Z) sind.

h >0

Es gilt

(*) L(K,h+1,i) = L(K,h,i)U

L(K U{h+ 1}, h,i) "1

LK U{h+1},h, h+ 1)50tL htL
L(K,h,h+1)

Der Beweis von () erfolgt in der Ubung.
Nach Induktion und wegen der Definition von Reg(Ty, Z) liefert
(%), daBl L(K,h + 1,7) € Reg(Tx, Z) ist.

Fiir den AbschluB unter Alphabetsumbenennung seien (1) und £(2) Alphabete mit
Stelligkeitsfunktion. ¢ : (1) — %) fiir die gilt: @(E%l)) cx?. Seit: dom(t) —
Y aus Tyay. Dann ist (t) : dom(t) — X2 definiert durch o(t)(u) := p(t(u)).

Satz 6.21

Ist L C Ty,n) erkennbar, so auch ¢(L) := {p(t) | t € L}.
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Beweis
Es sei A= (Q,3M, I, A, F) ein BW-Automat fiir L. Wir definieren A" = (Q, »@),
I', A', F), wobei

o fiira e E(()Q):
I'a)= |J I(a)
a/GZéD
p(a’)=a

° fﬁraEEg), n > 0:

Aé(Qla'“aQﬂ): U Aa’(Qly-'an)

a’ezﬁf)
w(a’)=a

Man zeigt leicht, dal L(A") = ¢(L).

Satz 6.22
Fiir reguliire Baumsprachen sind das Aquivalenzproblem und das Leerheitsproblem
entscheidbar.

Beweis
Da reguldre Baumsprachen unter den Booleschen Operationen abgeschlossen sind
geniigt es, das Leerheitsproblem zu betrachten.
Essei A= (Q,%,I,A, F) ein BW-Automat mit |Q| = k Zustédnden.
Behauptung: L(A) # () genau dann, wenn es einen Baum ¢ der Tiefe < k gibt mit
te L(A).
Da es fiir ein endliches Alphabet ¥ nur endlich viele Baume aus T%; der Tiefe < k
gibt, kann man alle diese Baume testen.
Beweis der Behauptung:
‘v trivial
“=7 Es sei t ein Baum minimaler Gréfle in L(A). Angenommen ¢ hat
eine Tiefe > k. Betrachte einen erfolgreichen Lauf von A auf ¢.
Es gibt auf diesem Pfad der Lénge > k zwei verschiedene Stellen
u, u' mit I(u) = I(u'). Ersetzt man in ¢ den Unterbaum ¢, durch
ty, so hat man auf dem so erhaltenen Baum immernoch einen
erfolgreichen Lauf. Der neue Baum ist aber kleiner als t. Dies ist

ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dafl ¢ minimale Grofle hat.
O
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Kapitel 7

Automaten auf unendlichen
Baumen

Der Einfachheit halber betrachten wir nur binére unendliche Béume, das heiflt das
Alphabet ¥ enthélt nur zweistellige Symbole (X = 33). Alle Resultate lassen sich
aber auf den allgemeinen Fall iibertragen.

Mit Ty bezeichnen wir die Menge der unendlichen Béume iiber dem Alphabet 3.
Eine Menge L C T¢ heifit w-Baumsprache und ¢ € T¥ heifit w-Baum .

Man kann w-Baumsprachen aus Baumsprachen durch unendliche Iteration erhalten.
Definition 7.1

Sei Z = {z,..., 2} eine Menge nullstelliger Symbole und ¥ ein Alphabet binérer
Symbole. U, Uy, ...,U, C Tx,z seien Baumsprachen iiber XU Z. Die w-Baumsprache

U ) (1, U)o

besteht aus allen w-Baumen ¢ € Ty, fiir die es eine Folge to,t1,?2,... von Bdumen
aus Tyyuz gibt mit

1. tpeU
2. fiir alle ¢ > 0 ist t;41 € {tl} (z1e02k) (Ul, ceey Uk)
3. t ist Limes dieser Folge, das heifit fiir alle u € {0,1}* gibt es ein m > 0 mit

e u € dom(t,,) und u ist kein Blatt von t,, (d.h. t,,(u) € X)
o t(u) =tm(u)

Beispiel 7.2

Z ={z1,22}, U ={f(21,22)}, Ur = {h(21,21) }, U2 = {g(22, 22) }
Da tg € U gelten mu8, ist ty = f(z1, 22).

t1 = f(h(z1,21),9(22,22)) (ersetze z; durch U; und z9 durch Us)

to = f(h(h(zl,Zl),h(Zl,Zl)),Q(g(ZQ,22),9(22722)))

99
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Es gibt hier nur eine mogliche Folge, deren Limes

t = f(h(h(h(...), h(..)), h(h(...), h(-..))), 9(g(g (), 9(-.)), 9(g(-..), 9(.))))

1st. O

Da unendliche Biaume keine Blatter enthalten, betrachten wir Automaten, deren
Lauf an der Wurzel eines Baums beginnt.

Definition 7.3

1. Ein Biichi-Baumautomat iiber dem Alphabet ¥ (mit ¥ = ¥5) ist von der
Form A= (Q,%,1,A, F), wobei @, I, A wie bei WB-Automaten definiert sind
und F' C @ eine Menge von Endzusténden ist.

2. Ein Rabin-Baumautomat iiber dem Alphabet ¥ (mit ¥ = ¥3) ist von der Form
A= (Q,%,I,A,9Q), wobei Q,I,A wie bei Biichi-Baumautomaten definiert
sind und Q = {(F1,G1),...,(Fn,Gp)} mit F;,G; CQ firi=1,...,n.

Ein Lauf [ eines (Biichi- oder Rabin-) Baumautomaten auf einem Baum t € Ty ist
wie im endlichen Fall definiert, das heifit I : dom(t) = {0,1}* — @ mit (I(u0),l(ul)) €
Ap(l(u)), falls t(u) = f.

Ein Lauf ist also ein unendlicher bindrer Baum iiber dem Alphabet (), wobei jedes
q € Q zweistellig ist.

u Ui

Ein Lauf [ eines Biichi-Baumautomaten heifit erfolgreich, falls I(¢) € I und jeder
Pfad in [ enthélt unendlich oft einen Zustand aus F'.

Ein Lauf [ eines Rabin-Baumautomaten heifit erfolgreich, falls I(¢) € I und fiir
jeden Pfad in [ gibt es ein i (1 <4 < n) mit:

e der Pfad enthélt unendlich oft einen Zustand aus F;

e der Pfad enthélt keinen Zustand aus (G; unendlich oft

O

Es wird hier also die Akzeptanzbedingung fiir Biichi- bzw. Rabin-Baumautomaten
auf unendlichen Wortern auf die Pfade im Baum angewendet. Beachte: Jeder Pfad
in ¢t € Ty liefert ein Wort aus 3¢.

L,(A) = {t € TY¥ | es gibt einen erfolgreichen Lauf von A auf ¢} ist die von dem
Automaten A erkannte Sprache. L C T heifit Biichi-erkennbar (Rabin-erkennbar)
falls L von einem Biichi-Baumautomaten (Rabin-Baumautomaten) erkannt wird.
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Satz 7.4

Jede Biichi-erkennbare Sprache ist auch Rabin-erkennbar.

Beweis

Es sei A = (Q,%,I,A, F) ein Biichi-Baumautomat. Wir definieren den Rabin-Au-
tomaten A" = (Q, X, I,A,{F,0}). Offenbar git L, (A) = L,(A). O

Die folgenden Beispiele sollen den Unterschied zwischen Biichi- und Rabin-Automaten
zeigen.

Beispiel 7.5

Y ={a,b} und L = {t € T | es gibt einen Pfad in ¢, der unendlich viele a’s enth&lt
}.

Der folgende nicht-deterministische Biichi-Baumautomat fiir L “rit” einen geeig-
neten Pfad und nimmt immer, wenn er a liest, einen Endzustand f an. Bei den
nicht geratenen Pfaden wird ein anderer Endzustand reproduziert (der unendlich
oft vorkommt).

= ({7, £, 0}, 3, {3}, A, {f,0}) mit

Am i {(f, ), (O, f)}
[ AD),(0, )}
O — {(0,0)}

Ay i — {(4,0),(0,0)}
[ A6@0), (0,0}
o — {(0,0)}

Der geratene Pfad ist derjenige, welcher mit Zusténden aus {i, f} beschriftet ist.
Er enthélt unendlich viele a’s genau dann, wenn der Lauf dort unendlich viele f’s
enthélt. Alle anderen Pfade enthalten unendlich oft O.

v

N/

YAYWAY
ay
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Beispiel 7.6
Y = {a,b} und Ly = {t € T | jeder Pfad in ¢ enthilt nur endlich viele a’s }, das
heifit L2 = Tg\Ll
Der Rabin-Automat fiir L ist Az = ({4, f}, %, {i}, Ag, Q2) mit
AQG i = {(f7 f>}
fo= D)
A2b o {(Zv Z)}
fo= {0}
und Qy = {({7, /},{f})}-
Die Idee ist, daf i bedeutet, ein a wurde gelesen, f bedeutet ein b wurde gelesen.
9 enthilt nur ein Element, ndmlich ({4, f},{f}), das heiit damit ein Baum ak-
zeptiert wird miissen unendlich oft Zusténde aus {i, f} erreicht werden (was keine
Einschriankung ist, da ¢ und f die einzigen Zusténde des Automaten sind) und der
Zustand f (zweite Komponente des Tupels) darf nicht unendlich oft erreicht werden.
Gibt es einen Pfad mit unendlich vielen a’s, so hat der zugehorige Lauf einen Pfad
mit unendlich vielen f’s, ist also nicht erfolgreich. O

Satz 7.7

Die Sprache L = {t € T | jeder Pfad in t enthélt nur endlich viele a’s } {iber dem
Alphabet ¥ = {a, b} ist Rabin erkennbar, aber nicht Biichi-erkennbar.

Beweis

Rabin-erkennbar wurde bereits in Beispiel 7.6 gezeigt.

Angenommen A = (Q,%, 1, A, F) ist ein Biichi-Baumautomat fiir L. Es sei n so,
daB n > |Q|. Der Baum t(™ sei wie folgt definiert:

U = {e} U
{1710 [ my > 0} U
{1m101m2 ‘ mi,mg > O} U

{1™101m20...1™"0 | my, ..., my > 0}

tm . {0,1}* — %

" . a uelU
b ugU
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Dieser Baum enthélt unendlich viele a’s, aber jeder Pfad enthélt nur endlich viele
a’s: um ein a zu erreichen, mufl man in dem Baum (irgendwann einmal) nach links
gehen. Spétestens nach n-maligem nach links gehen hat man das letzte a auf diesem
Pfad erreicht. Also gilt ¢t € L.

Wir konstruieren nun einen Pfad in ¢ wie folgt:

e es sei mp > 0 minimal mit (1) = f; € F. Ein solches f; existiert, da auf
dem unendlichen Pfad {e,1,11,111,...} sogar unendlich viele Endzusténde
vorkommen.

e es seien my,...,m; > 0 fiir ein ¢ < n bereits definiert. Sei m;y; > 0 minimal
mit [(1™101720...1™01™+1) = f11 € F.

Dies definiert my, ..., my > 0 mit t(:
€

a_ 1™
4

a__ 1™

Y

a ..
I A
\b fnEF

4

a



104 7 Automaten auf unendlichen Bdumen

Da |Q| < n angenommen war, gibt es i < j mit f; = f;.
Wir haben die folgende Situation:

Setzt man daher in ¢t an der Stelle uv den Baum t&n) ein, so erhilt man einen

Baum, fiir den es ebenfalls einen erfolgreichen Pfad gibt.

Iteriert man dieses Vorgehen unendlich oft, so erhilt man einen Baum, der von A
akzeptiert wird, aber einen Pfad enthlt, auf dem a unendlich oft vorkommt (némlich
jeweils zwischen den Positionen u, uv, uvv, uvvv, .. .). O

Korollar 7.8

Die Klasse der Biichi-erkennbaren w-Baumsprachen ist nicht unter Komplement ab-
geschlossen.

Beweis

Y ={a,b}. L1 = {t € Ty | es gibt einen Pfad in ¢, der unendlich oft a’s enthilt },
Ly = {t € T{ | jeder Pfad in ¢ enthélt nur endlich viele a’s }. L; ist Biichi-erkennbar
(vergleiche Beispiel 7.5), Ly = Ty¥\L; ist nicht Biichi-erkennbar (vergleiche Satz
7.7). O

Satz 7.9 (Rabin)
Die Klasse der Rabin-erkennbaren w-Baumsprachen ist unter Komplement abge-
schlossen. O

Der Beweis dieses Satzes ist sehr aufwendig. Es gibt verschiedene Beweisansétze
(siehe zum Beispiel Thomas: Handbook of Theoretical Computer Science fiir Litera-
turhinweise.)

Spieltheoretische Ansitze haben sich auch hier als sehr hilfreich erwiesen. Wieso
ist dieses Problem schwieriger als bei Wortern? Dies liegt an der Quantifizierung
iiber Pfade in der Akzeptanzbedingung: Fiir alle Pfade ist die Akzeptanzbedingung
erfiillt.

Negiert man das, so erhilt man “Es gibt einen Pfad, fiir den die Akzeptanzbedingung
nicht erfiillt ist.”
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Man muf} nicht nur (wie bei Woértern) von “nicht erfiillt” wieder zu “erfiillt” kommen,
sondern auch von “existiert Pfad” wieder zu “alle Pfade”.

Satz 7.10
Das Leerheitsproblem ist fiir Biichi-erkennbare w-Baumsprachen entscheidbar.

Den Beweis zu diesem Satz werden wir spéter fithren.

Es sei A = (Q,%, I, A, F) ein Biichi-Baumautomat, wobei F' = {fi,..., f,}. Es sei
1:{0,1}* — Q ein erfolgreicher Lauf von A auf dem Baum ¢ € T¥.

Der Baum t soll zerlegt werden in endliche Teilbdume, welche von Automaten auf
endlichen Biumen akzeptiert werden. Es sei u € {0, 1}* beliebig. Wir interessieren
uns dafiir, wo in [ nach u das erste Mal wieder Endzusténde auftreten.

Dy = {w € {0,1}" | l(uv) & F fir allee < v < w}

Offenbar stellt D, einen endlich verzweigten Baum dar, in dem es keinen unend-
lichen Pfad gibt. Dies gilt, da [ erfolgreich ist, und daher, um unendlich oft einen
Endzustand zu erreichen, auch nach der Stelle © noch Endzustinde unendlich oft
erreicht werden miissen. Also ist D,, endlich.

Es sei jetzt Df := D, U{wo | 0 € {0,1},w € Dy,wo & D, }

Nach der Definition von D, gilt jetzt fiir alle wo € Df\D,, : l(wo) € F.

Beispiel

Betrachte den Lauf des Biichi-Automaten aus Beispiel 7.5

AN
VANWAY
NAYWAS

Zur Erinnerung: f und O sind Endzustéande. Es gilt:
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D. — {£,0,00)
DA\D. = {1,01,000,001}
D, = {e}

D\D; = {00,1}
Fiir u € {0,1}* definieren wir den endlichen Baum ¢, : D} — L U F (in dem die
Endzustidnde zusétzlich als Blétter eingefiithrt werden):

o fiir w € D, : t,(w) = t(uw)
o fiir w € DI\D, : t,(w) = I(uw)
tu € Tsur, f € F ist O-stellig.

Beispiel

ANV AN
/\D
A\,

Fiir jedes ¢ € @ des Biichi-Automaten A betrachten wir nun den WB-Automaten
A, = (Q,%UF, {q}, A, F), wobei A wie in A definiert ist und fiir f € F : F(f) = {f}.
Es sei nun L, = L(A,) (dies ist eine endliche Sprache eines endlichen Baumes).

Es gilt: Ist I(u) = q, so ist £, € L,. Das folgende Bild zeigt beispielhaft einen
erfolgreichen Lauf von A; auf {.:

v \
./ \
A

Dies zeigt, daf

tel:= <UL> Prsm) (Lo, Ly, )2 Ftedm)

el
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Umgekehrt ist jedes Element von L auch in L, (A), das heift

L=1L,(A).

Satz 7.11
Fiir eine Sprache L C Ty sind dquivalent

1. L ist Biichi-erkennbar

2. Es gibt erkennbare Sprachen Lo, Lq,... Ly, C Txyp fiir ein Alphabet F =
{f1,..., fm} von O-stelligen Symbolen, so daf} gilt

L e LD ,(f17-~~7fm) (L17 . ’Lm)wa(flv--wfm)

Beweis

1 = 2 wurde bereits gezeigt

2 = 1 Konstruiere aus WB-Automaten fiir Lg,..., Ly, einen Biichi-Automaten fiir
L.

O
Beweis von Satz 7.10
Essei A = (Q,X%, 1, A, F) ein Biichi-Automat fiir L. Die Sprachen L, seien wie oben
definiert: L, = L(Ay).
Wir eliminieren jetzt sukzessive Zustédnde, die nicht in einem erfolgreichen Lauf
auftreten kénnen.

1. Eliminationsschritt
Der Automat A; = (Q1,%, 1, Ay, F1) entsteht aus A durch Entfernen aller
Zusténde ¢ € Q mit L, = (). Da L, erkennbare Baumsprache ist, kann man
L, =0 7 nach Satz 6.22 entscheiden:

e 1 =Q\{geQ| L, =0}
o Ajg=Q1 — 29701 g5 Ay(q) NQ1 x Q1
e i =FnN

Behauptung: L, (A1) = L,(A)
denn Ist L, = ), so kann ¢ nicht in einem erfolgreichen Lauf ! vorkommen.

A~

Wir hatten némlich gesehen, da8 dann fiir I(u) = ¢ gilt: (), € L.

Dadurch kann sich die Sprache L, &ndern:

7N
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In A: Ly #0, aber Ly = 0. In A; kann L, = () sein!

2. Iteriert man dieses Vorgehen, so erhidlt man nach spitestens |Q| Schritten
einen Automaten A,, mit L, (A,) = L,(A) und L, # 0 in A, fiir alle ¢ € Qp
(beachte: @, = ) ist moglich).

3. L(An) #0 gdw I, £ 0

Wir wissen:

Lw(An) - (U Lz) .(fl,-~~7fm) (Lf17 e 7Lfm>w=(f17---vfm)

i€ln

wobei Fp, = {f1,..., fm}

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist offensichtlich leer, wenn I,, = (. Ist
umgekehrt I,, # 0, so folgt F;, # (0 (da sonst L, = () fiir alle ¢ € Q).

Damit enthilt der Ausdruck auf der rechten Seite einen unendlichen Baum:

Sei tg € L; (fir eini € Ip,), t1 € Ly, ..., tyy € Ly,,. Dann ist

{to} Vo) ({1}, {tm DU Im) € Lo (An)

Beispiel
Betrachte den Automaten aus Beispiel 7.5.

b
/ \ e L; / \ e Lo /\ e L
f (] O 0 £ 0
Der unendliche Baum, den wir erhalten, sieht nun folgendermaflen aus:
/ \ / \ € {a(£,0)} U9 ({a(£,0)}, {b(0, )}
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Satz 7.12
Das Leerheitsproblem fiir Rabin-erkennbare w-Baumsprachen ist entscheidbar.
O

Beweisidee

Essei A = (Q,%,1,A,Q) ein Rabin-Baumautomat. Ein Zustand ¢ € @ heifit passiv,
falls fiir alle a € ¥ und (g1, g2) € Aq(q) gilt: g1 = ¢ = g2 (anschaulich: ist man einmal
in diesem Zustand, bleibt man auch darin). g € @ heifit aktiv, falls gilt:

1. g ist nicht passiv und

2. q ist nicht Anfangszustand, der nicht mehr erreichbar ist (das heifit (¢1,¢2) €
Au(q) = g ¢ {q1, @2}).

Entscheidbarkeit des Leerheitsproblems wird jetzt durch Induktion iiber die Anzahl
der aktiven Zustidnde gezeigt.

Induktionsanfang: keine aktiven Zusténde

Ein erfolgreicher Lauf, der mit Zustand ¢ € I beginnt, sieht jetzt wie folgt aus:

1. Fall: 4 ist passiv (i reproduziert sich)

N
VANWAN
ANIA

ooooo

Damit dieser Lauf erfolgreich ist, mufl gelten:

eic]
o es gibt ein a € ¥ mit (4,7) € Ag(7)
o esgibt (F,G) e Qmitie Fundi¢ G

Man kann feststellen, ob es ein solches ¢ gibt.

2. Fall: i ist Anfangszustand, der nicht mehr erreicht wird
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/N
A

Da es nach Voraussetzung keine aktiven Zusténde gibt, sind q1, g2 passiv, das
heifit sie reproduzieren sich. Man kann jetzt entsprechend zum 1. Fall leicht
feststellen, ob es einen erfolgreichen Lauf geben kann.

Induktionsschritt:
Der Induktionsschritt ist recht kompliziert, vergleiche Thomas: Handbook of Theore-
tical Computer Science.



Kapitel 8

Baumautomaten und logische
Formeln

S1S wird durch die Einfithrung von zwei Nachfolgerfunktionen verallgemeinert. Als
Interpretation betrachtet man statt IN den unendlichen bindren Baum.
Definition 8.1

1. Formeln von S2S sind wie S1S-Formeln aufgebaut. Der Unterschied besteht
darin, daf} statt der Nachfolgerfunktion s nun zwei Funktionen sy und s; und
statt 0 die Konstante € verwendet wird.

2. Als Interpretationsbereich verwenden wir {0, 1}* (Triger des unendlichen bi-
niren Baums), wobei
e ¢ als ¢ interpretiert wird

e so: ur ul
s1: ur—ul

e < als Prifixordnung auf {0,1}* interpretiert wird, das heift v < v gdw
Jw € {0,1} mit uvw = v

e Pp,..., P, als Teilmengen von {0,1}" interpretiert werden

3. WS2S entsteht aus S2S dadurch, dal Quantoren zweiter Stufe nur iiber endli-
chen Teilmengen von {0, 1}* quantifizieren diirfen.

O

S2S-Formeln kénnen dazu verwendet werden, w-Baumsprachen zu definieren. Wie
bei S1S ist das Alphabet ¥ = {0,1}", wobei n die Anzahl der einstelligen Priadikat-

symbole ist. Jedes Element von ¥ erhélt die Stelligkeit 2. Eine S2S-Interpretation 1
kann als w-Baum t; € T, aufgefafit werden:

1 nEPiI

t[(u):(bl,,bn) mit b; = {0 ngpll

111
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Definition 8.2
Sei ¢ eine geschlossene S2S-Formel.

Lo(p):={tr e TE | I = ¢}

Beispiele fiir S25-Formeln:

o Kette(X) gdw VaVy (X(x) AN X(y) — z<y V o=y V y<uz)
beschreibt eine Teilmenge X von {0,1}*, in der je zwei Elemente prifixver-
gleichbar sind

e Pfad(X) gdw Kette(X) AN VY (X CY A Kette(Y) — X =Y)
Pfade sind maximale Ketten

e UnendlicheKette(X) gdw Kette(X) A Vo (X(z) — Ty (z <y A X(y)))
o Endlich(X) gdw -3Y (Y C X A UnendlicheKette(Y))

Mit Hilfe des Lemmas von Konig kann man zeigen: Ist X unendliche Teilmenge von
{0,1}*, so enthilt das X eine unendliche Kette

Die folgende Formel zeigt, dafl man WS2S in S2S ausdriicken kann. Die Umkehrung
gilt hier nicht.

Z = PrafizabschluB(Y) & Vz (Z(x) <« Jy (Y(y) A z2<y))

Beispiel 8.3
Es sei n = 1, das heifit ¥ = {0, 1}.

1. Ly ={t € T¥ | es gibt einen Pfad in t, der unendlich viele len enthdlt}
Ly = Lw(‘Pl)a wobei

pr= 3Y (Pfad(Y) A

vz (Y(z) Jy Y(y) AN z<y A Pi(y))))
2. Ly =T¥\Ly
Ly = L,(—¢1)
Od
Satz 8.4

Fiir eine w-Baumsprache L C T} sind dquivalent:
1. L ist Rabin-erkennbar

2. L = L,(p) fiir eine geschlossene S2S-Formel ¢
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Beweis (sehr dhnlich zum Beweis von Satz 5.4)
“1 =27 Sei A= (Q,%,1,A,Q) ein Rabin-Automat mit @ = {q1,-..,qm}-

Fiir jedes ¢; fithren wir eine Variable zweiter Ordnung Y; ein. Die
Idee dabei ist, daBl Y;(x) gilt genau dann, wenn ¢; an Position z
im Lauf steht. Die Existenz eines erfolgreichen Laufs wird dann
durch folgende Formel beschrieben:

Yy ...3Y,, :

(~(Yi(2) A V() A

\/qiEI Yi(e) A

YV (\/ a€x Yi (LI?)

(25,95)€Da(ag)

VZ (Pfad(Z) — V(F,G)GQ (vqieva (Z(z) —

“2=17 Wie fiir S1S reduziert man S2S-Formeln auf S2Sg-Formeln. Man
verwendet Induktion iiber den Aufbau von S2Sp-Formeln. Wich-
tig ist hier wieder der Abschlufl der Rabin-erkennbaren Sprachen
unter Booleschen Operationen und Alphabetumbenennung.

Korollar 8.5

Giiltigkeit in S2S ist entscheidbar.
O

Es gibt einen interessanten Zusammenhang zwischen Biichi-erkennbaren w-Baum-
sprachen und WS2S.

Satz 8.6

1. L C T¥ ist Biichi-erkennbar genau dann, wenn L = L, (y) fiir eine S2S-Formel
¢ der Gestalt 3Y7 ...3Y,, ¥(Y1,...,Yy,), wobei ¢ eine WS2S-Formel ist.

2. L C T¥ kann durch eine WS25-Formel definiert werden genau dann, wenn L
und L Biichi-erkennbar sind.

O

Insbesondere ist also WS2S sogar noch ausdrucksschwécher als Biichi-Automaten,
zum Beispiel kann L, aus Beispiel 8.3 nicht durch WS2S-Formeln definiert werden,
da L; nicht Biichi-erkennbar ist.

Anstelle bindrer Baume kann man auch Bdume vom Verzweigungsgrad k£ betrachten.
Es gelten die entsprechenden Resultate wie fiir & = 2.
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Man kann Biichi-Automaten fiir Baume von Verzweigungsgrad k verwenden, um
Entscheidbarkeit der Logik DPDL zu zeigen (fiir k£ atomare Programme py, ...,

pk—l)'

Definition 8.7
Die Formeln der Logik DPDL sind wie die von 1DPDL definiert, mit dem Un-
terschied, dal man nun k atomare Programme po,...,pr_1 zum Aufbau von Pro-
grammformeln verwenden kann.
Eine Interpretation weist jedem p; eine funktionale Relation pZ-I C Al x AT zu.

O

Wie im Fall £ = 1 kann man Programmformeln als regulére Sprachen (iiber ¥ =
{po,...,pk—1}) beschreiben und damit wieder Programmformeln durch Zusténde
eines geeigneten Automaten B ersetzen. Der Fisher-Ladner-Abschluf3 einer DPDL-
Formel ¢ in Negations-Normalform (NNF) wird entsprechend zum Fall k£ = 1 defi-
niert, zum Beispiel gilt < ¢ > ¢ € FL(pg) — ¢ € FL(pg) N < ¢ > ¢ € FL(po)
fiir alle ¢ mit (¢, p;,q’) € A fiir ein 4, 0 < i < k.

Die Rolle des Hintikka-Worts im Fall £ = 1 wird von dem Hintikka-Baum iibernom-
men. Es sei ¥ = 2FL(¢0),

Definition 8.8
Ein Baum ¢ : {0,1,...,k — 1}* — X ist ein Hintikka-Baum fiir ¢, falls gilt!

1. Yo € t(&)
und fiir alle w € {0,1,...,k — 1}* gilt
t(u) = 0 oder (A; € t(u) gdw —A; & t(u) fiir alle atomaren Eigenschaften A;)
e AP € t(u) gdw ¢ € t(u) und P € t(u)
eV e t(u) gdw ¢ € t(u) oder ¢ € t(u)

R el

lq]p € t(u), dann gilt

5.1 € € L(By), so ¢ € t(u)
5.2 fiir alle 4, 0 < ¢ < k gilt
t(ui) = 0 oder fiir alle ¢’ mit (¢, pi,q’) € A : [¢']p € t(ui)

6. < gq> ¢ € t(u), dann gibt es ein Wort w = p;, ...p;, und Zusténde qi,...,q,
von B mit

e ¢, ist Endzustand, das heifit w € L(B,)

e <g>pet(uir...i;) 1<j<r
o pct(uiy...ip)

7. t(u) =0, so auch t(ui) = fiir alle 1 0 <7 < k

!Die Definition eines Hintikka-Wortes sollte an diese Definition angepasst werden
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Satz 8.9
o ist erfiillbar genau dann, wenn es einen Hintikka-Baum fiir ¢ gibt.
O

Man betrachtet zunéchst wieder einen lokalen Biichi-Baumautomaten Ay, (¢g), der
statt der globalen Bedingung 6 aus Definition 8.8 die lokale Bedingung 6’ tiberpriift.
6’. <q>¢ € t(u),dann gilt
6’.1 € € L(By) und ¢ € t(u)
oder
6.2 es gibt ein 4, 0 < i < k und ¢’ mit (¢,p;,¢') € A und < ¢’ > ¢ € t(ui)

Definition 8.10
.AL(gOo) = (QL, >, Iz, AL, FL) mit
o Qp = {a € 2FL¥0) | o erfiillt 2,3,4 von Definition 8.8}

o 3 — 9F'L(p0)

It={acQr| o€ a}
o I =Q

e Fiir alle 0 € ¥ und t(u) € Qp, gilt
tlu) #o = Aps(t(u) =10
t(u) =0 = Ars(t(u)) = {(t(u0),...,t(u(k —1)))| 5, 6’ und 7 sind erfiillt }

O

Um zu erzwingen, dafl <>-Formeln schliefflich erfiillt werden, erweitert man Ay, zum
Hintikka-Automaten (der ein Biichi-Automat ist).

Definition 8.11
Ar(po) = (Qu, X, In, Ag, Fy) mit
o Qn =Qp x 2F'E<>(?0) 'wobei FL.~(po ={<q>¢ | <q>¢ € FL(g)}

o 3 — 9F'L(po)

IH:ILX{@}
FH:FLX{Q}ZQLX{@}

Apo((a,s)) =
1. Fall s =10

((ﬂo,to), ) (ﬁkflatkfl)) € AH,J((O" V))) gdw

- (ﬁ07 v 7ﬁk’—1) € AL,G’(a) und
— fiir jedes < ¢ > ¢ € o mit (¢ € L(B,) oder ¢ € a) gibt eseini, 0 <i < k
und ein ¢’ so dafl < ¢ > ¢ € ;N F; und (¢, pi,q) € A

2. Fall s # ()
entsprechend, wobei (wie bei & = 1) “< ¢ > ¢ € ¢” ersetzt wird durch
“<g>peys

O
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Satz 8.12
A (po) akzeptiert genau die Hintikka-Baume fiir ¢g.
O
Satz 8.13
Erfiillbarkeit in DPDL ist entscheidbar.
O

Beachte: Entscheidbarkeit in exponentieller Zeit kann gezeigt werden, da das Leer-
heitsproblem fiir Biichi-erkennbare Sprachen in polynomieller Zeit entschieden wer-
den kann. Diese Entscheidbarkeit in polynomieller Zeit folgt aber nicht aus dem von
uns betrachteten Verfahren.
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